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Analytickd Kombinatorika — Zkouska

Svéa FeSeni muZzete posilat kdykoliv az do konce zafi. Smite pouzivat jakoukoliv metodu, ktera se vam zda vhodna,
tedy nikoliv jen metody z prednasky. MiZete posilat i Castecna FeSeni, tj. feSeni jen nékterych prikladia. Muzete
také posilat i opravené fesSeni piikladi, které jste napoprvé nevytesili spravné, oviem podle okolnosti vam za
nespravna feSeni mohu odecist néjaké body, i kdyz pozdéji chyby opravite. Ve svych feSenich mizete bez dikazu
pouzit libovolné tvrzeni z prednésky. Cisla ve &tveretku oznacuji po¢ty bodi za jednotlivé piiklady.

Znamkovani se bude idit nasledujici tabulkou:

pocet bodu || 0-7 | 811 | 12-14 | 15-00
znamka 4 3 2 1

1. UvaZujme posloupnosti n nezéavislych hodi spravedlivou minci. Kazdy hod da bud vysledek ‘panna’ (coz
ozna¢im symbolem P), nebo ‘orel’ (O), takZe posloupnost hodi budu reprezentovat slovem délky n nad
abecedou {O, P}.

(a) Piedpokladejme, Ze budeme hazet minci tak dlouho, dokud nadm nepadne t¥ikrat po sobé orel. Jaky
bude primérny pocet hodua?

(b) Dva hra¢i, Augustus a Brutus, hraji nasledujici hru: nejdfiv si Augustus vybere slovo w4 délky 3
nad abecedou {O, P} a fekne ho Brutovi. Potom si Brutus vybere néjaké jiné slovo wp délky 3 nad
abecedou {O, P} a fekne ho Augustovi. Pak hraci spole¢né hazi minci tak dlouho, aZ se v posloupnosti
hodu objevi tii po sobé& jdouci hody tvorici bud slovo w4 nebo slovo wg. Hrag, jehoZ slovo se objevi
jako prvni, je vitéz. Jestlize si Augustus zvoli slovo OOP, jaké slovo by si mél zvolit Brutus, aby
maximalizoval pravdépodobnost své vyhry, a jaka pak bude pravdépodobnost, Ze Brutus vyhraje?

2. Pojmem involuce se ozna¢uje permutace, jejiz kazdy cyklus mé délku 1 nebo 2. Oznacme I,, pocet involuci
mnoziny {1,2,...,n}.

(a) Dokazte, ze |§]! < I,.
(b) Dokaite, 7e I,, < nleV™(e/n)"/?.

(c) Zlepsete néktery z predchozich dvou odhadi. (Pocet bodu bude zaviset na tom, jak bude vas odhad
dobry.)

3. Definujme dvé& posloupnosti &isel (ag, ai,...) a (bo, b1, ...) nasledovné:
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(a) Najdéte vytvorujici funkce pro posloupnosti a,, a b,.
(b) Rozhodnéte, zda je posloupnost a,, — b, omezena.

4. Undrné-bindrni strom je zakofenény strom, jehoZ kaZzdy vnitini vrchol méa bud jednoho potomka, nebo
pravé dva potomky, u nichz je rozliSeno, ktery je pravy a ktery je levy. Ozna¢me t, pocet neprizdnych
unérné-binarnich stromi na n vrcholech. Posloupnost t,, tedy zac¢ind 0,1,1,2,4,....

(a) Najdéte vytvorujici funkei pro posloupnost t,.

(b) Odvodte pro t,, asymptoticky odhad ve tvaru t,, = an®y™(1 + o(1)), pro vhodné konstanty «, 3, .



