Domici tkoly z Kombinatoriky a grafa I

e Reseni domécich akoli posilejte mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz.

e Na odevzdani feSeni neni zadny Casovy limit.

Ptiklad 1. Pro kazdou z néasledujicich posloupnosti urcete jeji vytvorujici funkci. (ptl bodu za kaZzdou posloupnost)
a) 0,1,0,3,0,5,0,...,0,2k + 1,0,...
b) LI+ 14414l 5o 1
) 0,—1,4,—-9,...,(=1)"n2, ...

Piiklad 2. Necht (a,)52, je posloupnost takova, Zze ap = 1 a pro kazdé n > 2 plati a,, = an—1 + an—2. Jakou
hodnotu musi mit a;, aby platilo, Ze lim,_, a, = 07 (1 bod)

Pt#iklad 3. Necht S = (G, z, s,c¢) je tokova sit. Predpokladejme, Ze v této siti existuje aspoii jeden tok kladné
velikosti. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva. Pravdiva tvrzeni dokazte, pro nepravdiva tvrzeni
najdéte protipiiklad. (pal bodu za kazdé tvrzeni)

a) Pokud je kapacita kazdé hrany S racionélni &islo, tak i velikost maximalniho toku v S je racionalni ¢&islo.

b) Pokud je kapacita kazdé hrany S racionélni ¢&islo, tak pro libovolny maximélni tok f a libovolnou hranu e
plati, ze f(e) je racionélni.

c) Jestlize e je hrana, jejiz koncovy vrchol je z nebo jejiz pocateéni vrchol je s, tak pro kazdy maximalni tok f
plati f(e) = 0.

d) V siti S existuje asponi jeden maximalni tok f takovy, Ze pro kaZdou hranu e, na niz méa f kladny pritok,
existuje orientovand cesta P ze z do s obsahujici hranu e takova, Ze na vSech hrandch P m4 f kladny prutok.

Piiklad 4. Necht (X, P) je konetné projektivni rovina s mnozinou bodi X a mnozinou piimek P. Protoze kazda
piimka p € P je mnozina bodi, tvoii mnozina pifimek P mnozinovy systém. Dokazte, ze P ma systém riiznych
reprezentanti. (1 bod)

Priklad 5. Necht M je matice, jejiz prvky maji vSechny hodnotu 0 nebo 1. Pojem linie matice M oznacuje bud
sloupec nebo fadek M. Necht k je libovolné prirozené ¢islo. Dokazte, Ze pokud v matici M nelze nalézt k jednicek,
z nichz zadné dvé nelezi ve stejné linii, potom M ma k — 1 linii, které dohromady obsahuji v8echny jednic¢ky z M.
(2 body)

Piiklad 6. Symbolem K, oznatme uplny orientovany graf na n vrcholech, tj. orientovany graf, ktery pro kazdé
dva riazné vrcholy u a v obsahuje obé orientované hrany (u,v) i (v, u).

a) Ukazte, Ze pro kazdé N € N je moZné obarvit orientované hrany Ky dvéma barvami tak, ze nevznikne zadny
podgraf izomorfni K, jehoZ orientované hrany by mély v8echny stejnou barvu. (1 bod)

b) Ukazte, Ze pro kazdé b € N a n € N existuje N € N takové, ze kdyZ libovolné obarvime orientované hrany KN
pomoci b barev, tak vzdy bude existovat podgraf izomorfni K,, na jehoZ orientovanych hranach se vyskytuji
nejvyse dvé razné barvy. (1 bod)

Piiklad 7. Najdéte ptiklad nekonefného mnozinového systému 9 = (M;; i € N), ktery splituje Hallovu podminku,
ale nemé systém raznych reprezentanti. (2 body)

Dokazte na druhou stranu, Ze kdyz 9 = (M;; i € N) je nekoneény mnozinovy systém, v némz kazda mnozina M;
je konecnd, tak 9t ma systém ruznych reprezentantti pravé tehdy, kdyz spliuje Hallovu podminku. (2 body)



Piiklad 8. Rozhodnéte, kterd z nésledujicich tvzeni jsou pravdivd. Pravdiva tvrzeni dokazte, pro nepravdiva
najdéte protipiiklad. (1 bod za kazdé tvrzeni)

a) Pro kazdy vrcholové 2-souvisly graf G plati, 7e pro libovolné t¥i vrcholy z,y, z € V(G) existuje v G kruZnice,
které tyto tii vrcholy obsahuje.

b) Pro kazdy vrcholové 2-souvisly graf G plati, ze kdyZ = a y jsou dva razné vrcholy G a P je libovolna cesta
spojujici x a y, tak v G existuje cesta @ spojujici = a y, kterd je vnitiné vrcholové disjunktni s P.

c) Jestlize G je vrcholové 2-souvisly graf, tak pro kazdou &tvefici raznych vrchola {z,2’,y,y'} existuji v G dvé
vrcholové disjunktni cesty, které vedou bud z z do y a z 2’ do 9/, nebo z z do 3y’ a z 2’ do v.

Ptiklad 9. Pro nasledujici grafy urcete, jakou maji vrcholovou a hranovou souvislost. (1 bod za kazdy graf)
a) Uplny bipartitni graf K,, ,.
b) Graf vznikly z uplného grafu Ky, smazanim n vrcholové disjunktnich hran.

c) Graf na vrcholech {1,2,...,n} pro n > 5, kde dva vrcholy 4,j jsou spojené hranou, pravé kdyz |i — j| €
{1,2,n — 1,n — 2}.

Pi#iklad 10. Pfipomenme, 7e k,(G), k.(G) a 6(G) oznaluji vrcholovou souvislost G, hranovou souvislost G a
minimélni stupen G. Najdéte graf G spliwjici k,(G) = 15, k.(G) = 42 a §(G) = 138. (1 bod)



