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@ Par pfipomenuti z minulych prednasek zobrazeni

Véta 6 z Prednasky ¢.7

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht U C V. Pak
je U podprostorem V' pravé tehdy, kdyz plati:

@ 0cU;y?

@ mnozina U je uzavrena vzhledem k scitani, tj. Yu,v € U:
utveU;

@ mnozina U je uzavriena vzhledem k nasobeni skaladrem, tj.
Yue U, aeF: aue U.

“Tady je 0 nulovy vektor vektorového prostoru V.




Véta 6 z Prednasky ¢.8
Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F, a necht
Vi,...,Vp € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {v1,...,vn} je bazi V;
(i) e VIlag,...,ap e Ft.z. v=aqvi + - - - + apv,.

o Je-li B={vy,...,v,} baze vektorového prostoru V nad
télesem T, a plati-li pro vektor v € V

vV = ovi+ -+ apvp,

pak nazyvame vektor

v =

souradnicovym vektorem vektoru v vzhledem k bazi B.

aq

Qp



Véta 8 z Prednasky ¢.7
Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F a necht
ui,...,ux € V (k> 0).? Pak plati nasledujici tvrzeni:

ui,...,ux € Span(ug, ..., uk);
Span(uy, ..., ux) je podprostor V;

© 6 ©

pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V t.z.
ug,...,ux € U, pak Span(uy, ..., uk) je podprostor U;

e

Span(uy, ..., uk) je roven priniku vSech podprostori
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory uq, ..., u.

?Pokud k = 0, pak je mnozina {us,...,ux} prazdna, a plati
Span(u, ..., ux) = {0}.




Tvrzeni 9 z Prednasky ¢.8

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht B C V je
kone¢nd mnozina, kterd generuje V. Pak 3B’ C B t.z. B je
baze V.

Tvrzeni 1 z Prednasky ¢.9

Necht ay,...,ax jsou linedrné nezavislé vektory v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V' nad télesem .
Pak ma V bazi, ktera obsahuje vektory ay, ..., ax.

Véta 4 z Prednasky ¢.9
Necht V je kone¢nédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
F a U je podprostor V. Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ U je konecnédimenzionalni;
@ dim(U) <dim(V);
@ dim(U)=dim(V) = U= V.




Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F. Zobrazeni
f: U — V je linearni pokud spliuje nasledujici axiomy:

Q VYuy,up € U: f(ug +u2) = f(ug) + f(u2);

Q@ Yue U, aeF: f(au) = af(u).

Tvrzeni 20 z Prednasky ¢.10

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linedrni zobrazeni. Pak plati f(0) = 0.2

“Presnéji: f(0y) = 0y, kde Oy je nulovy vektor prostoru U, zatimco je Oy
nulovy vektor prostoru V.




@ Linearni zobrazeni a baze

e Pripomenuti:

Véta b z Prednasky ¢.4

Necht T je téleso. Necht a;, ..., a, jsou libovolné vektory z F" a
polome A:=[ a; ... a, |. Pak existuje jediné linedrni
zobrazeni f : F™ — F", které spliiuje f(e1) = ay,...,f(en) = am,
kde ej, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z F™. Navic je
toto linearni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € .

@ Tuto vétu lze zobecnit!



Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Necht

B ={ui,...,u,} je libovolna baze prostoru U a vy,...,v, € V.2
Pak existuje jediné linearni zobrazeni f : U — V t.z.

f(ui) =vi,...,f(u,) = v,. Navic je-li U netrivialni (tj. n # 0),
pak je f uréeno nasledujicim predpisem: pro vsechna u € U plati

flu) = awvi+---+apv, kde[u],=[a .. an ]’

Na druhou stranu, je-li U trividlni (tj. U = {0}, atedy n=0 a
B =), pak je zobrazeni f : U — V uréeno predpisem f(0) = 0.

?Zde jsou vy, ..., v, libovolné vektory z V.




Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze U je trividlni, a tedy n =0 a
U = {0}. Pak je zfejmé, ze zobrazeni f : U — V/, definované
predpisem f(0) = 0, je linearni, a navic trividlné plati

f(u1) =vi,...,f(uy) = v, (protoze n = 0, tj. posloupnosti
vektorli uy,...,u, @ Vi,...,V, jsou prazdné). Jedine¢nost plyne ze
skutecnosti, ze kazdé linearni zobrazeni zobrazuje nulovy vektor na
nulovy vektor (podle Tvrzeni 20 z Pfednasky ¢.10).

Od této chvile budeme pfedpokladat, ze vektorovy prostor U je
netrivialni, tj. Ze n # 0. Je tfeba dokazat existenci a jednoznacnost
linedrniho zobrazeni f, které splriuje pozadované vlastnosti.



Diikaz (pokracovani). Existence. Necht je zobrazeni f : U — V
definovano nasledujicim predpisem: pro vsechna u € U

flu) = aivi+ -+ apvp, kde [u |, =[ a1 ... a,,]T.
Tedy Vaq,...,a, € F plati
flaqus + -+ apup) = agvy+ -+ + Qpvp.

Je tfeba dokazat, Ze zobrazeni f je linearni a spliuje

f(uy) =vi,...,f(u,) = v,. Pro druhé z téchto tvrzeni si
vS§imnéme, ze Vi € {1,...,n} plati
f(uj)) = f(Oug+---+0u;_1 + 1u; +O0ujy1 +--- +Oup)

= Ovi+---+0vig+1v; +0vip1 +--- + 0vy
= V;.

Tim jsme dokazali, ze f(uy) = vi,...,f(u,) = v,.



Dikaz (pokracovani). Dokazme, ze f je linedrni. Je tfeba ovéfit, ze
f splfuje oba axiomy z definice lineadrniho zobrazeni.

1. Necht x,y € U. Je tfeba dokazat, ze f(x +y) = f(x) + f(y).

Polozme [ x |, =[ aa ... an}Ta[y]B:[ﬁl /BH]T.
Pak plati [ x+y J,=[ aa + 51 ... a,,—i—ﬂn]T.

o Vskutku, jelikoz [ x |, =[ a1 ... a,] a

(ylz=[6 .. 5,7]T,platfx:a1v1+---+anvna

y:B1V1+"‘+BnVn-
o Tedy x+y= (a1 + f1)vi + -+ (an + Bn)vn, a proto

[x+y |g=[a+b ... ant B ]
Plyne, ze
Fx+y) € (ar+Buvi+ -+ (@n+ Bava

= (alvl + -+ OénVn) + (/Blvl + -+ ﬂnVn)
) + (),

kde (*) a (**) plynou z definice zobrazeni f.



Diikaz (pokracovani). 2. Necht u € U a a € FF. Je tfeba dokazat,

Ze f(au) = af(u). Polozme [u |, =[ a1 ... a, ]T. Pak plati
[ ou ]B: [ a0y ... oo ]T.
o Vskutku, jelikoz [u |, =[ a1 ... a, ], plati

X =1V + -+ pVp.
e Tedy ax = (aaq)vy + - - + (cwxn)vp, a proto
[au ]B:{aal cm,,] )

Plyne, ze

f(au) © (aag)vy + -+ + (can)vy
= afaqvi+ -+ apvp)

) af(u),

kde (*) a (**) plynou z definice zobrazeni f.

Z (1) a (2) plyne, ze zobrazeni f je linedrni. Tim je dokazana
existence.



Dikaz (pokracovani). Jednoznacnost. Necht f1,% : U — V jsou

linedrni zobrazenf, kterd splnuji f1(uy) = vy,...,f(u,) =v, a

f(u1) = vi,...,H(u,) = v,. Je tfeba dokazat, ze fi = f,. Necht

u € U. Stadi dokazat, Ze fi(u) = f,(u). Polozme

[ulg=[a ... a,] . Pakplati

filu) = Alaur+---+ayuy)

= aifi(ur) + -+ ayfi(u,) _podle linearity f;
Vit ay protoze
- r Au) =vi,- . Aun) = v
_ protoZe
= aif(ug) + + aphr(up) ) é(,ul,) =vi,... §£u2)7:7v£ )
= fH(aug + -+ ayuy) podle linearity f,
= f(u).

Odtud plyne, ze fi = f5. Tim je dokazana jednoznacnost. [



Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Necht

B ={ui,...,u,} je libovolna baze prostoru U a vy,...,v, € V.2
Pak existuje jediné linearni zobrazeni f : U — V t.z.

f(ui) =vi,...,f(u,) = v,. Navic je-li U netrivialni (tj. n # 0),
pak je f uréeno nasledujicim predpisem: pro vsechna u € U plati

flu) = awvi+---+apv, kde[u],=[a .. an ]’

Na druhou stranu, je-li U trividlni (tj. U = {0}, atedy n=0 a
B =), pak je zobrazeni f : U — V uréeno predpisem f(0) = 0.

?Zde jsou vy, ..., v, libovolné vektory z V.




Disledek 2

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem [ a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Necht ug, ..., ux
jsou linedrné nezavislé vektory z U a necht vy,...,v, € V.2 Pak
existuje linearni zobrazeni f : U — V t.z.
f(u1) = v1,...,f(ux) = vk. Navic je-li V netrividlni, pak je toto
zobrazeni jediné pravé tehdy, kdyz mnozina {uy,...,ux} tvofi bazi
prostoru U.

?Zde jsou vi, ..., vk libovolné vektory z V.

e Poznamka: Je-li V trividlni (tj. V = {0}, a tedy
vi = --- = vy = 0), pak existuje pravé jedno zobrazeni z U
do V.
e Toto zobrazeni zobrazuje vSechny vektory z U na 0 a je
ziejmé, ze je linearni.



Dasledek 2

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem FF a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Necht ug, ... ux
jsou linedrné nezavislé vektory z U a necht vy,...,v, € V.2 Pak
existuje linearni zobrazeni f : U — V t.z.
f(u1) = v1,...,f(ux) = vg. Navic je-li V netrividlni, pak je toto
zobrazeni jediné pravé tehdy, kdyz mnozina {uy,...,ux} tvofi bazi
prostoru U.

?Zde jsou vi, ..., vk libovolné vektory z V.

Dikaz (nastin). Nejprve rozsifime linedrné nezavislou mnozinu
{u1, ..., ux} do baze prostoru U (pomoci Tvrzeni 1 z Prednasky
¢.9), pak pouzijeme Vétu 1. O



@ Obraz a jadro linedrniho zobrazeni

@ Pro zobrazeni f : A — B (ne nutné linearni) definujeme:
o VA" C A: mnozinu f[A] := {f(a) | a € A’} nazyvame obrazem
(pod)mnoZiny A’ pfi zobrazenf f;
e mnozinu Im(f) := f[A] nazyvdme obrazem zobrazeni f;
o VB' C B: mnozinu f[B'] ;= {a€ A| f(a) € B'} nazyvdme
vzorem (pod)mnoziny B’ pfi zobrazeni f.

o Poznamka: Je-li f : A — B bijekce, pak ma f inverzni funkci
f1:B— A
o V tomto p¥ipadé pro podmnozinu B’ C B lIze znageni f 1[5/
interpretovat dvéma zpusoby:
e jako vzor podmnoziny B’ pfi f,
o jako obraz podmnoziny B’ p¥i f 1.
o Ve obou pfipadech bude f~[B’] stejnou podmnoZinou
mnoziny A, a proto obvykle neni nutné zdlirazinovat, kterou
interpretaci jsme zvolili.



Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F. Jadrem
linearniho zobrazeni f : U — V rozumime mnozinu

Ker(f) := {u e U | f(u) = 0}.

o Angl.: Ker(f) = kernel of f
@ Poznamky:
o Ker(f) = f71[{0}], tj. Ker(f) je vzor mnoziny {0} p¥i f.
o Kef(f) je definovan pouze pro linearni zobrazeni (ne pro
libovolna zobrazeni).



Necht IF je téleso, f : F™ — F” je linearni zobrazeni, a A € "™
je matice f v.k.k.b. Pak plati:

@ Im(f) = Col(A);
@ Ker(f) = Nul(A).

Diikaz. Pro (a) stadi si vS§imnout, ze

Col(d) 2 fax|xeFm @ fx) xeFTY = Im(f),

kde (*) plyne z Tvrzeni 1 z Pfednasky ¢&.10, zatimco (**) plyne ze
skutecnosti, ze f(x) = Ax Vx € F'™, protoze A je matici f ve
v.k.k.b.



Necht F je téleso, f : F™ — F” je linearni zobrazeni, a A € "™
je matice f v.k.k.b. Pak plati:

@ Im(f) = Col(A);
@ Ker(f) = Nul(A).

Diikaz (pokracovani). Pro (b) si vS§imnéme, ze

Nul(A) = {xeF™|Ax=0}

—~
*
~

{xeF™| f(x) =0}
= Ker(f),

kde (*) plyne ze skute€nosti, ze f(x) = Ax Vx € F™, protoze A je
matici f ve v.k.k.b. O



Uvazujme realny vektorovy prostor Pr vSech polynomi, jejichz
koeficienty jsou realna Cisla. Linedrni zobrazeni D : Pr — Pr je
dané predpisem

D( Y ax¥) = 3 kaxk"1 VYne Ny, ag,...,a, €R.
k=0 k=1

(Skutecnost, ze D je linearni, jsme dokazali v jednom z prikladii z
Prednasky ¢.10.) Pak plati:
e Ker(D) je mnoZzinou viech konstantnich polynomi z Pg;

@ Im(D) je mnozinou vSech polynomi z Pg, tj. Im(D) = Pg.




Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je lineadrni zobrazeni. Pak plati:

@ pro kazdy podprostor U’ prostoru U je f[U’] podprostorem
prostoru V/;

@ Im(f) je podprostorem prostoru V/;

@ pro kazdy podprostor V'’ prostoru V je f~1[V’] podprostorem
prostoru U;

@ Ker(f) je podprostorem prostoru U.

<a> U’ f f U’ (C> /'—l V! f \d
e
; o — \




Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linearni zobrazeni. Pak plati:

Q

Q
Q

Q@

pro kazdy podprostor U’ prostoru U je f[U’] podprostorem
prostoru V/;

Im(f) je podprostorem prostoru V/;

pro kazdy podprostor V'’ prostoru V je f~1[V’] podprostorem
prostoru U,

Ker(f) je podprostorem prostoru U.

Diikaz. Nejprve si vSimnéme, ze

o Cast (b) je specidlni pfipad ¢€asti (a) pro U’ := U, protoze

Im(f) = f[U];

o Cast (d) je specidlni pfipad &asti (c) pro V' := {0}, protoze

Ker(f) = f~1[{0}].

Tedy staci dokazat (a) a (c). Dokazeme (a). Dikaz ¢asti (c) je
podobny (viz skripta - Penev, Theorem 4.2.3).




(a) v f i (c) IV

U v U v

@ pro kazdy podprostor U’ prostoru U je f[U’] podprostorem
prostoru V/;
Diikaz (a). Necht U’ je podprostor prostoru U.

Abychom predesli ptipadnym nejasnostem, budeme nulové vektory
vektorovych prostorii U a V oznacovat 0y a 0y, respektive.
Vzhledem k Véty 6 z Prednasky ¢.7 staci dokazat:

@ 0y e f[UY];

@ Yvi,vo e f[U]: vi+v; e (U],

@ WefflU],acF: avef[U]

Dokazeme (i) a (ii). Dikaz (iii) je podobny dikazu (ii).

Dokazme nejprve (i). Jelikoz U’ je podprostorem prostoru U,
vyplyva z Véty 6 z Prednasky &.7, ze 0y € U’. Na druhou stranu, z
Tvrzeni 20 z Prednasky ¢.10 plyne, ze f(0y) = 0y. Tedy plati
0y = f(0y) € f[U], &imz jsme dokazali (i).



@ o oLl 1A L
<]
1/ (B

U v U v

@ pro kazdy podprostor U’ prostoru U je f[U’] podprostorem
prostoru V/;

Diikaz (a) (pokracovani). Zbyva dokazat

@ Vvi,vp € F[U]: vi+vp € F[U].

Necht vi,v, € f[U']. Je potfeba dokazat, Ze vi + vy € F[U'].
JelikoZ vy, vy € f[U'], vime, Ze Fuy,up € U’ t.2. vi = f(uy) a
vy = f(uy). Jelikoz je U’ podprostorem prostoru U, vime, Ze
u; +up € U'. Nynf plati,

* (%)
Vidve = flu)+fw) 2 flutw) e U]

kde (*) plyne z linearity f, zatimco (**) plyne ze skutecnosti, Ze
u; +up € U'. Tim jsme dokéazali (ii). O



Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je lineadrni zobrazeni. Pak plati:

@ pro kazdy podprostor U’ prostoru U je f[U’] podprostorem
prostoru V/;

@ Im(f) je podprostorem prostoru V/;

@ pro kazdy podprostor V'’ prostoru V je f~1[V’] podprostorem
prostoru U;

@ Ker(f) je podprostorem prostoru U.

<a> U’ f f U’ (C> /'—l V! f \d
e
; o — \




Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a f : U — V je
linedrni zobrazeni. Pak je f prosté pravé tehdy, kdyz Ker(f) = {0}.

Dikaz. Abychom predesli pfipadnym nejasnostem, budeme nulové
vektory vektorovych prostorti U a V oznacovat 0y a 0y,
respektive. Je tfeba dokazat, ze f je prosté pravé tehdy, kdyz
Ker(f) = {0y}.

Predpokladejme nejprve, ze f je prosté. Je tfeba dokazat, ze
Ker(f) = {0y}.

Podle Tvrzeni 20 z Pfednasky ¢.10 plati f(0y) = 0y, a tedy

0y € Ker(f).

Zbyva dokazat, ze Oy je jediny prvek Ker(f). Necht u € Ker(f).
Pak plati f(u) = 0y = f(0y). Jelikoz je f prosté, plyne, ze
u = 0y. Tim jsme dokazali, ze Ker(f) = {0y }.



Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesesm F a f : U — V je
linedrni zobrazeni. Pak je f prosté pravé tehdy, kdyz Ker(f) = {0}.

Dikaz (pokracovani). Predpokladejme nyni, ze Ker(f) = {0y}. Je
treba dokazat, Ze f je prosté.

Necht ug,up € U jsou, t.z. f(ur) = f(uz). Je tieba dokazat, ze
u; = up. VSimnéme si, ze

—~

Flur—uw) 2 fun) - Fw) & oy,

~

kde (*) plyne z linearity f, zatimco (**) plyne ze skutecnosti, Ze
f(u1) = f(u2).

Tedy u; — up € Ker(f). Jelikoz Ker(f) = {0y}, plyne, ze

u; —up = 0y, a tedy u; = up. Tim jsme dokazali, Ze f je prosté. [



@ Hodnost linearniho zobrazenf
@ Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem I a
f: U — V je linearni zobrazeni.

e Podle Véty 4 je Im(f) podprostorem prostoru V/, zatimco
Ker(f) je podprostorem prostoru U.

f

Ker(f) — Im(f)

e Hodnost linedrniho zobrazeni f je rank(f) := dim(Im(f)),
zatimco nulita f je dim(Ker(f)).

@ Pozorujme, ze hodnost a nulita f mohou byt i nekone¢né.



Ker(f)

Im(f)

U V

e rank(f) := dim(Im(f))

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télessm Fa f: U — V
je lineadrni zobrazeni. Pak plati rank(f) < dim(V/).

Dikaz. Mazeme predpokladat, ze n := dim(V) je kone¢nd, protoze
jinak je tvrzeni zrejmé.

Podle Véty 4 je Im(f) podprostorem prostoru V/, a proto podle
Véty 4 z Prednagky €.9 plati dim(Im(f)) < dim(V), t;.
rank(f) < dim(V). O



@ Pripomenuti:

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a f : U — V je
linedrni zobrazeni. Pak je f prosté pravé tehdy, kdyz Ker(f) = {0}.

e Pro surjektivni (,,na”) linedrni zobrazeni mame nésledujici
tvrzeni:

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linearni zobrazeni. Predpokladejme, ze V je
koneénédimenzionalni. Pak je f surjektivni (,na") pravé tehdy,
kdyz rank(f) = dim(V).

@ Pozor: Tvrzeni 7 plati pouze pro linearni zobrazeni, jejichz
kodoména je konec¢nédimenzionalni.



Ker(f)

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je lineadrni zobrazeni. Predpokladejme, ze V je
koneénédimenzionalni. Pak je f surjektivni (,na") pravé tehdy,
kdyz rank(f) = dim(V).

Dikaz. Je-li f surjektivni, pak plati Im(f) = V, a tedy

rank(f) = dim(Im(f)) = dim(V).

Pfredpokladejme nyni, Ze rank(f) = dim(V/), tj.

dim(Im(f)) = dim(V). Jelikoz je V kone&nédimenzionalni, plyne
z Véty 4 z Prednasky ¢.9, ze Im(f) = V, a tedy je f surjektivni. O



fl

]
G

Véta 8

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V

je linearni zobrazeni. Necht uy,...,ux € U a polozme

U’ :=Span(uy, ..., u). Pak platf:

@ U’ je podprostorem prostoru U a f[U’] je podprostorem
prostoru V/;

@ f[U'] = f[Span(uy,...,ux)] = Span(f(u1),...,f(uk)), t.
vektory f(uy), ..., f(uk) generuji F[U'];?

@ dim(f[U]) <dim(U) < k.

?Neformalné: , Linearni obal obrazi je roven obrazu linedrniho obalu.”




U %

@ U’ je podprostorem prostoru U a f[U’] je podprostorem
prostoru V/;

Diikaz (a). Podle Véty 8 z Pfednasky €.7 je U’ podprostorem U,

zatimco podle Véty 4(a) je f[U’] podprostorem V. [



@ f[U'] =f[Span(uy,...,uk)] = Span(f(u1),...,f(uk)), tj.
vektory f(uy), ..., f(uk) generuji F{U'];
Dikaz (b).

Span(f(uy),....f(us)) = {arf(u)+---+arf(u) | aa,...,ax € F}

= {f(a1u1+~--+akuk) |oz1,...,o¢kEIF}

{f(u) | u e Span(uy,...,ux)}

= f[Span(uy,...,uy)]

v

?

kde (*) plyne z linearity f, zatimco (**) plyne z definice linearniho
obalu, tj. ze skutecnosti, ze
Span(uy,...,ux) = {aqus + - + agui | a1, ...,af € F}. O



Q dim(f[U']) < dim(U') < k.
Diikaz (c). Jelikoz mnozina {uy,...,ux} generuje U, plyne z
Tvrzeni 9 z Prednasky ¢.8, ze néjaka jeji podmnozina, napriklad
{ujj,...,u; } (kde 1 < iy < -+ < iy < k), je bazi U'. Tedy
dim(U") = m < k.

Vektory uj, ..., u;, tedy generuji U’. Aplikujeme-li (b) na vektory
uj,...,u; (namisto uy,...,ux), dostdvame, ze vektory
f(uy),...,f(u;,) generuji F[U'].

Pouzijeme-li nyni Tvrzeni 9 z Prednasky ¢.8 jesté jednou,
dostavame, ze néjakd podmnozina mnoziny {f(u;,),...,f(u;,)} je
bazi f[U], a tedy dim(f[U']) < m

Plyne, Ze dim(f[U']) < m =dim(U’) < k. O



fl
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Véta 8

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V

je linearni zobrazeni. Necht uy,...,ux € U a polozme

U’ :=Span(uy, ..., u). Pak platf:

@ U’ je podprostorem prostoru U a f[U’] je podprostorem
prostoru V/;

@ f[U'] = f[Span(uy,...,ux)] = Span(f(u1),...,f(uk)), t.
vektory f(uy), ..., f(uk) generuji F[U'];?

@ dim(f[U]) <dim(U) < k.

?Neformalné: , Linearni obal obrazi je roven obrazu linedrniho obalu.”




@

]
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o Nasledujici disledek plyne p¥imo z Véty 8 (pro U’ = U).

Disledek 9
Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linearni zobrazeni. Necht vektory ug,...,ux € U generuji U. Pak

plati Im(f) = Span(f(u1),...,f(ux)) a
rank(f) = dim(Span(f(ul)7 ey f(uk))) <dim(U) < k.




@ Pripomenuti:

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linedrni zobrazeni. Pak plati rank(f) < dim(V/).

Disledek 9
Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linedrni zobrazeni. Necht vektory uy,...,ux € U generuji U. Pak

plati Im(f) = Span(f(u1),...,f(ux)) a
rank(f) = dim(Span(f(ul), cee f(uk))) <dim(VU) < k.

Dusledek 10

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je lineadrni zobrazeni. Pak plati rank(f) < min {dim(U),dim(V)}.




Dusledek 10

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télessm Fa f: U — V
je linedrni zobrazeni. Pak plati rank(f) < min {dim(U),dim(V)}.

Diikaz.Je treba dokazat, ze
(1) rank(f) <dim(U);
(2) rank(f) <dim(V).

Je zfejmé, ze (2) plyne pfimo z Disledku 6.

Zbyva dokazat (1). Je-li U nekoneénédimenzionalni, pak je (1)
trividlni. Mdzeme tedy predpokladat, ze U je
kone¢nédimenzionalni. Pak ma U (koneénou) bazi, naptiklad
{u1,...,ux}, a tedy vektory ug, ..., u, generuji U. Odtud (1)
plyne pfimo z Disledku 9. [J



e Pripomenuti:

Necht F je téleso, f : F™ — F" je linearni zobrazeni, a A € F"*™
je matice f v.k.k.b. Pak plati:

@ Im(f) = Col(A);
@ Ker(f) = Nul(A).

@ Plyne, ze:

Necht T je téleso a f : F™ — " je linedrni zobrazeni. Necht
A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak plat:

@ rank(f) = rank(A);
@ dim(Ker(f)) = dim(Nul(A)).

Diikaz. Cast (b) plyne z Tvrzeni 3(b). Pro (a) sta&i si viimnout, Ze

rank(f) = dim(Im(F)) "2 dim (Col(A)) = rank(A). O



© Véta o dimenzich obrazu a jadra lineadrniho zobrazeni

e Pfipomenuti (z Pfednasky ¢.10):

Véta o hodnosti matice a dimenzi jadra (Rank-nullity theorem)

Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Pak plati

rank(A) + dim(Nul(A)) = n

= pocet
sloupct
matice A

@ Véta o hodnosti matice a dimenzi jddra ma obdobu pro
linedrni zobrazeni, kterd se nazyva ,véta o dimenzich obrazu a
jadra linearniho zobrazeni” (angl.: rank-nullity theorem™)



Véta o dimenzich obrazu a jadra linedrniho zobrazeni (Rank-nullity
theorem)

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Pak pro kazdé
linedrni zobrazeni f : U — V plati

rank(f) + dim(Ker(f)) = dim(U),

a zejména jsou Ker(f) a Im(f) kone¢nédimenzionalni.

o Vétu dokazeme za chvili, ale nejprve ukazme, Ze tato véta
primo implikuje vétu o hodnosti matice a dimenzi jadra.

Rank-nullity theorem . Rank-nullity theorem
(linear function version) (matrix version)




Véta o hodnosti matice a dimenzi jadra (Rank-nullity theorem)

Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Pak plati

rank(A) + dim(Nul(A)) = n

= pocet
sloupcil
matice A

Diikaz (za predpokladu véty o dimenzich obrazu a jadra linearniho
zobrazeni). Necht zobrazeni f : "7 — " je déno predpisem

f(u) = Au Yu € F". Pak je f maticové (a tedy linearni) zobrazeni
a A je jeho matice v.k.k.b. Nyni platf,

rank(A) + dim(Nul(A)) Tvrzenf 11 rank(f) + dim(Ker(f))

“) dim(F™) = m,

kde (*) plyne z véty o dimenzich obrazu a jadra linedrniho
zobrazeni. [J



Véta o dimenzich obrazu a jadra linedrniho zobrazeni (Rank-nullity
theorem)

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Pak pro kazdé
linearni zobrazeni f : U — V plati

rank(f) + dim(Ker(f)) = dim(U),

a zejména jsou Ker(f) a Im(f) kone¢nédimenzionaln.

Diikaz. Podle Véty 4 je Ker(f) podprostorem prostoru U, zatimco
Im(f) je podprostorem prostoru V.
Jelikoz je U koneénédimenziondlIni, vyplyva z Véty 4 z Prednasky
¢.9, ze podprostor Ker(f) je také koneénédimenziondlni, pficemz
plati dim(Ker(f)) < dim(U). Polozme:

o k :=dim(Ker(f));

e m:=dim(V)
Tedy plati kK < m.



Véta o dimenzich obrazu a jadra linedrniho zobrazeni (Rank-nullity
theorem)

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Pak pro kazdé
linedrni zobrazeni f : U — V platf

rank(f) + dim(Ker(f)) = dim(U),

a zejména jsou Ker(f) a Im(f) kone¢nédimenzionalni.

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti:

o k:=dim(Ker(f));

e m:=dim(V)
Podle definice plati rank(f) = dim(Im(f)). Tedy zbyva dokazat, Ze
Im(f) ma bazi mohutnosti m — k. Vskutku, z toho bude plynout,
ze rank(f) = dim(Im(f)) = m — k, a tedy

rank(f) + dim(Ker(f)) = (m—k)+k = m = dim(V).

¢imz bude dikaz hotov.



Diikaz (pokracovani). P¥ipomenuti: k = dim(Ker(f)),
m = dim(U), k < m. Je tfeba dokazat, ze Im(f) ma bazi

mohutnosti m — k.

]
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Necht {u1,...,ux} je baze Ker(f). Pak je {us,...,ux} linearné
nezavisla mnozina kone¢nédimenzionalniho prostoru U. Tedy podle
Tvrzeni 1 z Prednasky €.9 Ize {uy, ..., ux} rozsitit do baze

{ui, ... Uk, Uy, ..., un} prostoru U. Dikaz ukonéime tim, ze

dokazeme, ze {f(ux+1),...,f(um)} je bazi podprostoru Im(f).



Diikaz (pokracovani).

f Im(f)

Uy o

Upys o fu
Ker(f) upy1 o /

B

et

N

Stadi dokazat nasledujici dvé tvrzend.
Tvrzeni 1. Vektory f(uki1),...,f(uy) jsou linedrné ne-
Zavislé.
Tvrzeni 2. Vektory f(uky1), ..., f(um) generuji Im(f), tj.
Im(f) = Span(f(uk+1), ..., f(um)).

Dokazeme je jedno po druhém.



Tvrzeni 1. Vektory f(uxi1),...,f(uy) jsou linedrné ne-
zavislé.
Diikaz Tvrzeni 1. Necht a1, ..., am € F jsou skalary t.z.

ak+1f(uk+1) + 4+ amf(um) = 0.

Nyni je treba dokazat, Zze ag+1 = -+ = apm = 0. VSimnéme si, ze

—

*

flakiUerr + -+ amuy) = apgif(uegr) + -+ amf(un) = 0,

~

kde (*) plyne z linearity zobrazeni f. Nynf plati
QgrUkt1 + - -+ apuy, € Ker(f).

Jelikoz je {uy,...,ux} baze podprostoru Ker(f), plyne, ze
Qk1Uk+1 + -+ - + @mupy je linedrni kombinaci vektord uy, ..., uy,
tj. dag, ..., € F t.z.

QgpiUky1 + -+ apUy = qiuy + -+ QpUy.



Tvrzeni 1. Vektory f(ugi1),...,f(uy) jsou linedrné ne-
zavislé.

Dikaz Tvrzeni 1 (pokracovani). P¥ipomenuti:

Qp1Ug41 + -+ apmUy = iUy + -+ gy,

Je treba dokazat, ze a1 = = aym =0.
Nyni plati

—QiU] — ... — QUi+ QppqUpgp + o FapUy = 0.
Jelikoz jsou vektory ug, ..., ug,Ugs1,...,Uy linedrné nezavislé,
protoze tvori bazi prostoru U, plyne, ze
—Q1 == —Q) = Q1 = = am = 0.
Zejména plati ay41 = -+ = apm = 0, ¢imZ jsme dokazali, ze

vektory f(ugs1),...,f(um) jsou linedrné nezavislé. ¢



U Vv

Tvrzeni 2. Vektory f(uky1), ..., f(um) generuji Im(f), tj.
Im(f) = Span(f(uk41), ..., f(um)).

Diikaz Tvrzeni 2. Jelikoz vektory uy, ... ux, Ukyq, ..., Uy tvori
bazi prostoru U (a tedy generuji U), plati:
Im(f) Disledek 9 f[Span(ui, ..., uk, ups1,...,up)]
= Span(f(u1), ..., f(uk), f(ugs1), ..., f(um))

*

- Span(0....,0, f(uks+1),....f(um))
= Span(f(uks1), .-, F(um)),

—
~



Véta o dimenzich obrazu a jadra linedrniho zobrazeni (Rank-nullity
theorem)

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F a
predpokladejme, ze U je konecnédimenzionalni. Pak pro kazdé
linearni zobrazeni f : U — V plati

rank(f) + dim(Ker(f)) = dim(U),

a zejména jsou Ker(f) a Im(f) kone¢nédimenzionalni.

Dusledek 12

Necht U a V jsou kone€nédimenzionalni vektorové prostory nad
télesem I t.z. dim(U) = dim(V'). Pak jsou pro kazdé linearni
zobrazeni f : U — V ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ f je injektivni (prosté);
@ f je surjektivni (na);

@ f je bijektivni (a tedy je izomorfismem).




Disledek 12

Necht U a V jsou koneénédimenzionalni vektorové prostory nad
télesem I t.z. dim(U) = dim(V/). Pak jsou pro kazdé linearni
zobrazeni f : U — V ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ f je injektivni (prosté);

@ f je surjektivni (na);

@ f je bijektivni (a tedy je izomorfismem).

Diikaz. Z definice plati
((i) A (i1)) <= (iii).
Tedy staci dokazat, ze tvrzeni (i) a (ii) jsou ekvivalentni.

Podle véty o dimenzich obrazu a jadra plati
rank(f) 4+ dim(Ker(f)) = dim(U).

Jelikoz dim(U) = dim(V), plyne, zZe
rank(f) + dim(Ker(f)) = dim(V).



Dusledek 12

Necht U a V jsou kone€nédimenzionalni vektorové prostory nad
télesem I t.z. dim(U) = dim(V'). Pak jsou pro kazdé linearni
zobrazeni f : U — V ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ f je injektivni (prosté);

@ f je surjektivni (na);

@ f je bijektivni (a tedy je izomorfismem).

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti:
rank(f) 4+ dim(Ker(f)) = dim(V); je tfeba dokazat (i) <> (ii)".
Tedy jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i") dim(Ker(f)) =0, tj. Ker(f) = {0};
(i) rank(f) = dim(V).
Navic:
@ podle Véty 5: (i) < (i');
e podle Tvrzeni 7: (i) <= (ii').
Plyne, ze tvrzeni (i) a (ii) jsou ekvivalentni. O



@ Par vét o prostych a na linedrnich zobrazenich

@ Nyni uvedeme dvé véty bez dikazu.

e Jejich dikazy jsou pomérné jednoduché a naleznete je ve
skriptech (Penev, Theorem 4.2.13, Theorem 4.2.14).

Necht U a V jsou vektorové prostory a f : U — V je linearn{

zobrazeni. Pak pro libovolné vektory uy,...,ux € U plati:
@ je-li f prosté a jsou-li vektory ug, ..., uy linedrné nezavislé
v U, pak jsou vektory f(u1),..., f(uk) linedrné nezavislé ve V;
@ jsou-li vektory f(uy),..., f(ugk) linedrné nezavislé ve V, pak
jsou vektory ug, ..., uk linedrné nezavislé v U,
@ je-li f na a generuji-li vektory ug, ..., u, prostor U, pak

vektory f(uz),..., f(ux) generuji prostor V;

@ je-li f prosté a generuji-li vektory f(uy), ..., f(uy) prostor V,
pak vektory us,...,uy generuji prostor U.




@ Schematicka (a trochu neformélni) formulace Véty 13:

fo U=y

ug,..., U jsou ey f je,prosté f(u1),...,f(ug) jsou
(a)-(b) linedrné nezavislé — linedrné nezavislé
ve prostoru U vidy ve prostoru V
kdyz f je na
(C)—(d) Ug,...,Ug, :é f(ul),...,f(uk)
generuji U — generuji V

kdyz f je prosté



Necht U a V jsou vektorové prostory a f : U — V je linearn{
zobrazeni. Pak plati:

@ je-li f prosté, pak dim(U) < dim(V);
@ jeli f na, pak dim(U) > dim(V);
@ jeli f izomorfismem, pak dim(U) = dim(V).




