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@ Par pfipomenuti z minulych prednasek

Véta 18 z Prednasky ¢.5

Necht T je téleso a A, B € F"™*™ jsou matice. Pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni:

@ A~B;
@ existuji elementarni matice E, ..., Ex € F™" t.z.
B = E1 ce EkA;

@ existuje regularni matice C € F"*" t.z. B = CA.




Véta 8 z Prednasky ¢.7

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F a necht
uy,...,ux € V (k >0).7 Pak plati nasledujici tvrzeni:
ug,...,ux € Span(uy, ..., u);

Span(ug, ..., uk) je podprostor V;

pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V t.z.
ui,...,ux € U, pak Span(us, ..., uk) je podprostor U;

Span(ug, ..., uk) je roven priniku vSech podprostori
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., ug.

© € ©

e

“Pokud k = 0, pak je mnozina {uy, ..., ux} prazdng, a plati
Span(uz,...,ux) = {0}.




Véta 6 z Prednasky ¢.8
Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F, a necht
Vi,...,Vp € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {vi,...,v,} je bazi V;
(i) Wwe VIlay,...,ap e Ftz. v=aqvi + - - + apv,.

e Je-li B={vy,...,v,} baze vektorového prostoru V nad
télesem I, a plati-li pro vektor v € V

v = ovi+ -+ apvp,

pak nazyvame vektor

[V}B =

souradnicovym vektorem vektoru v vzhledem k bazi B.

ay

Qp



Véta 4 z Prednasky ¢.9

Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
F a U je podprostor V. Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ U je konecnédimenzionalni;

@ dim(U) <dim(V);

@ dim(U)=dim(V) = U=V.




@ Sloupcovy prostor a fadkovy prostor matice

Necht I je téleso a A € F"*™ je matice.

@ Sloupcovy prostor matice A, ktery zna¢ime Col(A), je
podprostor F"” generovany sloupci matice A;?

o Radkovy prostor matice A, ktery znacime Row(A), je
podprostor F1X™ generovany fadky matice A.?

°Tj. Col(A) := Span(as,...,am), kde A= | a1 ... an ]
rn
Tj. Row(A) := Span(ri, ..., r,), kde A =




Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Pak plati:
@ Col(A) ={Ax |x e F™};
@ Row(A) = {xA | x € Fxn} .2

2 x € F*"" znamen4, Ze x je ¥adkovy vektor délky n se slozkami z TF.

Dikaz. (a) Polozme A=[ a1 ... an |. Pak plat:
Col(A) = Span(ai,...,amn)  dle definice

= {Ax|x€F"} dle Tvrzeni 1 z Pfednasky &.3

(b) Podobné! (Zkuste sami, nebo viz skripta - Penev,
Proposition 3.3.2). OJ



| I * * * * * * ok 0O 1 =« 0 0 = * 0 x *

0o 0 W =« * ok * * 0 0 0 1 0 =* =* 0 = =x

0 0 0 | * * * ok 0O 0 0 0 1 = * 0 * *

0 0 0 0 0 0 n * * 0 0 0 0 0 0 0 1 * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

Pivoty libovolné matice A jsou pivoty libovolného
odstupnovaného tvaru matice A.

Bazické sloupce matice A jsou sloupce, které obsahuji pivot, a
ty ostatni sloupce jsou nebazické.

Napf. (pivoty jsou zvyraznény rameckem, bazické sloupce jsou
Cervené):

Hodnost matice A, znagena rank(A), je poCet pivotli matice A
(ekvivalentné: pocet bazickych sloupci matice A).
o Ekvivalentné: rank(A) je pocet nenulovych fadki v jakémkoliv
odstupnovaném tvaru matice A.



@ Nasledujici véty ndm davaji recept, jak vypoditat baze
sloupcového nebo fadkového prostoru matice.

Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Pak bazické sloupce
matice A tvofi bazi Col(A). Navic plati dim(Col(A)) = rank(A).

Necht F je téleso, A € F"™™ je matice a U je libovolny
odstupnovany tvar matice A.? Pak nenulové fadky matice U tvorf
bazi Row(A). Navic plati dim(Row(A)) = rank(A).

?U muze, ale nemusi, byt redukovanym odstupriovanym tvarem matice A.

@ Nejdfive se podivame na priklad, pak ddame nastin dikazi
Vét 2 a 3.

e Pro formalni ditkazy Vét 2 a 3, viz skripta (Penev -
Theorem 3.3.4, Theorem 3.3.9).



Uvazujme nésledujici redlnou matici:

0 3 -6 6
3 -7 8 -5
A = 3 -9 12 -9
0 1 -2 2

@ \Vypoditejte rank(A).
@ Vypoditejte bazi Col(A).
@ Vypolitejte bazi Row(A).

N O 0 B

Reseni. Pomoci Gaussovy eliminace lze vypocditat nasledujici

odstupniovany tvar matice A:

3 -9 12 -9
0 2 -4 4
v = 0 0 0 ©
0 0 0 0

O RL N O

15
-6
4

0



@ Vypoditejte rank(A).

@ Vypoditejte bazi Col(A).

@ Vypoditejte bazi Row(A).
Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

0 3 —6 6 4 —5 3 -9 12 -9 6 15

3 =7 8 —5 8 9 o 0 2 —4 4 2 -6

3 -9 12 -9 6 15 0 0 0 0o 1 4

0 1 -2 2 2 1 0 0 0 0o o0 0
=A =U

(a) Matice U ma tfi bazické sloupce, a proto rank(A) = 3.



@ Vypoditejte bazi Col(A).
Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

0 3 —6 6 4 —5
3 -7 8 -5 8 9
3 -9 12 -9 6 15 ~
0 1 =2 2 2 1

(b) Bézické sloupce matice U jsou modré, z ¢ehoz Ize vydist
bazické sloupce pivodni matice A (¢ervené). Tedy jednou bazi
Col(A) je:

oo ow

— =
O W w o
|
O
N O 0
——



@ Vypolitejte bazi Row(A).
Resen/ (pokracovani). P¥ipomenuti:

0 3 —6 6 4 -5 3 -9 12 -9 6 15

3 -7 8 -5 8 9 o 0 2 —4 4 2 -6

3 -9 12 -9 6 15 0 0 0 0 1 4

0 1 -2 2 2 1 0 0 0 0 o0 0
=A =U

(c) Nenulové Fadky matice U tvofi bazi Row(A). Tedy jednou bazi
Row(A) je:

{[3 -9 12 -9 6 15],[0 2 —4 4 2 76],[0 0O 0 0 1 4]}

g



Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Pak bazické sloupce
matice A tvofi bazi Col(A). Navic plati dim(Col(A)) = rank(A).

@ UkaZeme nastin dilkazu, pricemz pouzijeme nasledujici tvrzeni.

Necht F je téleso, ag,...,ax € F” jsou vektory a B € F™*" je
regularni matice. Pak plati:
@ {ai1,...,ak} je linedrné nezavisla mnozina <=
{Bay, ..., Ba} je linedrné nezavisld mnozina;
@ Vv el veSpan(ag,...,ay) <
Bv € Span(Ba, ..., Bag);

e Dukaz: Skripta (Penev, Proposition 3.3.3)
e Jednoduché! Plyn z definici.



Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Pak bazické sloupce
matice A tvofi bazi Col(A). Navic plati dim(Col(A)) = rank(A).

Diikaz (néstin). Jelikoz je r := rank(A) rovno poétu bazickych
sloupcli matice A, plyne druhé tvrzeni z prvniho.
Zbyva dokazat prvni tvrzeni. Polozme A= [ a; ... an |. Necht

aj,...,a;, (1<ih <---<i <m) jsou bazické sloupce matice A.
Je potteba dokazat, ze {a;,...,a; } je baze Col(A).

Polozme U := RREF(A). Pak A ~ U, a tedy (dle Véty 18 z
Prednasky ¢.5) existuje regularni matice B € F"*" t.z.
U=BA=| Ba; ... Bap |.



0 | | * * * * * * * * 0 1 * 0 0 * * 0 * *
0 0 0 | | * * * * * * 0O 0 O0 1 0 = * 0 * *
0 0 0 0 | | * * * * * 0O 0 o0 0 1 * * 0 * *
0 0 0 0 0 0 0 | | * * 0 0 0 0 0 0 0 1 * *
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

Dikaz (nastin, pokracovani). P¥ipomenuti: A= a; ... an |;

aj,...,a; jsou bazické sloupce matice A;

RREF(A)=U=BA= | Ba; ... Bay, | (B je regularni). Je

potfeba dokazat, ze {aj,...,a; } je baze Col(A).

Jelikoz U = RREF(A), plati nasledujici tvrzeni:
(i) Baj,...,Baj, jsou bazické sloupce matice U;
(i) Vje{1,...,r}: Ba; =e];
(iii) v libovolném sloupci matice U mohou byt nenulové pouze
horni r slozky (vSechny ostatni jsou nulové).
Plyne, ze {ef,...,e]} ={Baj,...,Ba, } je baze
Col(U) = Span(Bay, ..., Bap). Nyni z Tvrzeni 4 vyplyva, ze
{aj,,...,a;} je baze Col(A) = Span(ai,...,an) (detaily: viz
skripta, Penev, Theorem 3.3.4). O



Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Pak bazické sloupce
matice A tvofi bazi Col(A). Navic plati dim(Col(A)) = rank(A).

Uvazujme nasledujici matici a vektory (s prvky/slozky z Z3):

>

Il
1
[N
coNn R

N= NN
[
—_

o

Il
—
N
|

o

Il
—
=N O N

oo RN

@ Vypoditejte bazi A prostoru Col(A).
@ Vypocitejte souradnicové vektory vsech sloupcli matice A
vzhledem k bazi A.

@ Urcete, zda b € Col(
souradnicovy vektor

pokud ano, vypocitejte

A
pokud ano, vypocitejte




Reseni. PoloZme A= a; a; a3 a; as | a uvazujme matici:

[A'b c] = [a a a3 a b c]

=N R
OO N
OO LN
N = NN

Nyni Gaussovou-Jordanovou vypocitame:

RREF([A'b c]) =

kde jsme obarvili baziké sloupce vlevo od svislé teckované cary,
zatimco horizontalni teCkovana Cara je hranici mezi nenulovymi a
nulovymi rddky matice vlevo od svislé teckované.

@ Protoze potrebujeme soutadnicové vektory, je nutné vypocitat
RREF. REF nestadi.



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

RREF([A'b c]) =

Bazické sloupce vlevo od svislé te¢kované Eary tvori bazi Col(A), tj.

'A = {a17a27a5} = {

=N =

OO N =

e =)
—

je baze Col(A). Zaroven plati:

oa1:1a1—|—0a2—|—0a5,atedy[a1}A:[l 0 0]

oa2:0a1—|—1a2—|—0a5,atedy[az}A:[O 1 O]T;
oa3:0a1—|—2a2—|—0a5,atedy[ag}A:[O 2 O]T,
oa4:2a1+0a2—|—0a5,atedy[a4}A:[2 0 O]T;
oa5:0a1+0a2—|—1a5,atedy[as}A:[O 0 l]T.



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

RREF([A'b c]) =

Sloupec matice RREF([ A ' b ¢ |), ktery odpovida vektoru b ma
nenulovou slozku pod horizontalni teckovanou Carou, a proto

b ¢ Col(A).
Sloupec matice RREF([ A b ¢ ]), ktery odpovida vektoru ¢ ma

pouze nuly pod horizontalni te¢kovanou &arou, a proto c € Col(A).
Zaroven vidime, ze

c = 1laj + lay + Oas,

atedy [c ], =[1 1 O]T.D



@ Nyni se podivejme na nastin diikazu Véty 3.
o Detaily: skripta (Penev, Theorem 3.3.9).

Necht I je téleso, A € F"™*™ je matice a U je libovolny
odstupnovany tvar matice A.? Pak nenulové radky matice U tvori
bazi Row(A). Navic plati dim(Row(A)) = rank(A).

?U miize, ale nemusi, byt redukovanym odstupriovanym tvarem matice A.

Diikaz (nastin). Nejdfiv je potfeba dokazat, ze plati:
Kazdé dvé radkové ekvivalentni matice maji stejny radkovy
prostor.

(Duikaz je jednoduchd indukce podle poétu elementérnich
radkovych Gprav, pricemz je potreba dokazat, ze elementarni
fadkové dpravy zachovavaji/neméni Fadkovy prostor.)

Nyni plyne, ze Row(A) = Row(U), a zbyva dokazat, ze nenulové
fadky matice U tvofi bazi Row(U).



Necht F je téleso, A € F"™™ je matice a U je libovolny
odstupnovany tvar matice A.? Pak nenulové fadky matice U tvorf
bazi Row(A). Navic plati dim(Row(A)) = rank(A).

?U mize, ale nemusi, byt redukovanym odstupriovanym tvarem matice A.

Dikaz (nastin, pokracovani). Necht uy, .. ., u, jsou nenulové fadky

matice U, v tomto poradi, jak se v U vyskytuji shora doli.

up —

=
l
oo oo o
cocoococo @
OO0 O OO *
cocooco B *
coco ¥ ¥
o
co o % ¥ ¥
ol
C o ¥ % ¥ ¥
o

Je potteba dokazat, ze {u;,...,u,} je baze Row(U). Dle definice
plati Row(U) = Span(uy, ..., u,). Zbyva dokazat, ze {uy,... u,}

je linedrné nezavislda mnoZina.

Necht aq,...,a, € F jsou t.z. aqu; + - -+ + a,u, = 0. Je potieba
dokézat, ze o1 = --- = o, = 0.



Dikaz (nastin, pokracovani). Pfipomenuti: aju; + -+ + a,u, = 0;

je potreba dokazat, zZe a3 =--- = a, = 0.
Predpokladejme ke sporu, ze alespon jeden ze skalarl ag, ..., «a, je
nenulovy. Necht i € {1,...,r} je nejmensi index t.z. a; # 0. Nyni
plati:

o ar=--=0ai-1=0;

o au; + -+ au, =au; + -+ au, =0.
Predpokladejme, ze nejlevéjsi nenulova slozka fadku i matice U je
na pozici j.

oo

* % %

co
coo % ¥ %
S % X X K %

oo
cocccoom
oo
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o
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SO MK x % %
S EER R
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=
=

0

Nyni je j-ta slozka fadkového vektoru a;u; + - - - + a,u, nenulova,
coz je ve sporu se skuteCnosti, ze aju; 4+ -- -+ a,u, = 0. O



Necht IF je téleso a A € F"*™ je matice. Pak bazické sloupce
matice A tvofi bazi Col(A). Navic plati dim(Col(A)) = rank(A).

Necht F je téleso, A € F"™™ je matice a U je libovolny
odstupnovany tvar matice A.? Pak nenulové radky matice U tvor{
bazi Row(A). Navic plati dim(Row(A)) = rank(A).

?U miize, ale nemusi, byt redukovanym odstupriovanym tvarem matice A.

Disledek 5

Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Pak plati nasledujici
tvrzent:

@ dim(Col(A)) = dim(Row(A)) = rank(A);
@ rank(A) = rank(AT).




@ Pripomenuti:
o Véta 2: dim(Col(A)) = rank(A);
o Véta 3: dim(Row(A)) = rank(A).

Dusledek 5

Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Pak plati nasledujici
tvrzent:

@ dim(Col(A)) = dim(Row(A)) = rank(A);
@ rank(A) = rank(AT).

Diikaz. Cést (a) plyne z V&t 2 a 3. Pro (b) si stadi véimnout, Ze

~

rank(4) 2 dim(Col(A)) = dim(Row(AT)) & rank(AT).

O



© Matice pIné hodnosti

@ Nyni uvedeme vétu a disledek (bez dikazu).

o Véta a disledek v podstaté shrnuji riizné vysledky
(tvrzeni/véty/dusledky), které jsme uz dokazali.

o Formalni diikaz je v skriptech (Penev, Theorem 3.3.14,
Corollary 3.3.15) a v podstaté sestava z odkazl na dfive
dokézané vysledky.



Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Pak plati:

@ sloupce matice A jsou linedrné nezavislé <= rank(A) = m
(tj. A méa plnou sloupcovou hodnost);

@ sloupce matice A generuji F” (tj. Col(A) = F") <=
rank(A) = n (tj. A ma plnou fadkovou hodnost);

@ fadky matice A jsou linedrné nezavislé <= rank(A) = n (tj. A
mé plnou fadkovou hodnost);

@ Fadky matice A generuji F1*™ (tj. Row(A) = F1XM) <«
rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou hodnost).

@ Poznamky:
o Casti (a-b) jsme uz dokazali (v jedné z predchozich prednasek).
o Casti(c-d) plynou z (a-b), pticemz (a-b) aplikujeme na matici
AT a zaroveh pouzivame skute€nost, e rank(AT) = rank(A).



Disledek 7

Necht F je téleso a A € F™*" je ¢tvercova matice. Pak jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

rank(A) = n;

rank(AT) = n;

sloupce matice A jsou linedrné nezavislé;

sloupce matice A generuji F” (tj. Col(A) = F");
sloupce matice A tvori bazi F”;

radky matice A jsou linedrné nezavislé;

fadky matice A generuji F**" (tj. Row(A) = F*");

tadky matice A tvori bazi F1*".

eoeoceeeeo




@ Hodnost maticového soucinu. Leva a prava inverze matice

Necht [ je téleso a A € F"*™ je matice. Pak plati nasledujici

tvrzeni:

@ pro kazdou reguldrni matici S € F"*" plati
rank(SA) = rank(A);

@ pro kazdou reguldrni matici S € F™*™ we have that
rank(AS) = rank(A);

@ pro vSechny reguldrni matice $; € F"™*" a S, €
rank(51AS2) = rank(A).

Fmxm plati

Dikaz. Dokazme nejprve (a). Necht S € F"*" je regularni matice.
Podle Véty 18 z Pfrednasky &.5 jsou matice A a SA ¥adkové
ekvivalentni, a tedy maji stejnou hodnost. Tim jsme dokazali (a).



Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Pak plati nasledujici

tvrzeni:

@ pro kazdou regularni matici S € F"*" plati
rank(SA) = rank(A);

@ pro kazdou regularni matici S € F™*™ we have that
rank(AS) = rank(A);

@ pro vsechny regularni matice $5; € F"™*" a S, € F™*™ plati
rank(S51AS2) = rank(A).

Diikaz (pokracovani). Dokazme nyni (b). Necht S € F™*™ je
regularni matice. Pak je ST také regularni (dle Véty o regularnich
maticich, v.1). Nyni spo¢itame:

rank(AS) = rank((AS)")  podle Disledku 5(b)
= rank(STAT)
= rank(AT) plyne z (a) a regularity ST
= rank(A) podle Dusledku 5(b).

Tim je dokéazano (b).



Necht IF je téleso a A € F"*™ je matice. Pak plati nasledujici

tvrzeni:

@ pro kazdou regularni matici S € F"™" plati
rank(SA) = rank(A);

@ pro kazdou regularni matici S € F™*™ we have that
rank(AS) = rank(A);

@ pro vsechny regularni matice S; € F™" a S, € F™*™ plati
rank(S51AS2) = rank(A).

Proof (continued). Zbyva dokazat (c). Necht S; € F"™*" a
Sy, € F™*™ jsou regularni matice. Nyni spocitame:

rank(51ASz) @) rank(AS2) = rank(A),

—
~

¢imz je dokézano (c). O



Necht F je téleso a A € F™™ a B € F™*P jsou matice. Pak plati
rank(AB) < min {rank(A), rank(B)}.

Dikaz. Polozme A=[a ... an|aB=[by ... b,]. Je
potfeba dokazat, Ze plati rank(AB) < rank(A) a

rank(AB) < rank(B).

Nejprve dokazeme, Ze plati rank(AB) < rank(A). Dle definice plati
AB=[ Ab; ... Ab, |, atedy je kazdy sloupec matice AB
linedrni kombinaci sloupcll A, tj. kazdy sloupec matice AB patti do
Span(ay,...,am) = Col(A).

Nyni z Véty 8 z Prednasky €.7 plyne, ze

Col(AB) = Span(Aby, ..., Ab,) je podprostor Col(A). Jelikoz je
prostor Col(A) kone¢nédimenzionalni, plyne z Véty 4 z Pfednasky
¢.9, ze dim(Col(AB)) < dim(Col(A)), a tedy

rank(AB) Vit 2 dim(Col(AB)) < dim(Col(A)) Vit 2 rank(A).



Necht F je téleso a A € F™™ a B € F™*P jsou matice. Pak plati
rank(AB) < min {rank(A), rank(B)}.

Dikaz (pokracovani). Dokézali jsme, ze rank(AB) < rank(A).
Analogicky plati rank(BTAT) < rank(BT), a tedy plyne, Ze

rank(AB) = rank((AB)T)  podle Diisledku 5(b)
= rank(BTAT)
< rank(BT)
= rank(B) podle Diisledku 5(b).

0



Dusledek 10

Necht T je téleso a A, B € F"*" jsou matice. Pak je matice AB
regularni pravé tehdy, kdyz jsou matice A a B regularni.

Diikaz. Jsou-li A a B regulérni, pak vyplyva z Tvrzeni 12(d) z
Prednasky ¢.5, ze AB je regularni.

Predpokladejme nyni, ze AB je regularni, a tedy rank(AB) = n. Je
potfeba dokazat, ze rank(A) = rank(B) = n.
@ Tady pouzivame skutecCnost, Zze podle VEty o regularnich
maticich (v.1) je matice z F"*" regularni pravé tehdy, kdyz
m& matice hodnost n.

Podle Véty 9 plati, Ze n = rank(AB) < min {rank(A), rank(B)}, a
tedy plati rank(A), rank(B) > n. Na druhou stranu, _]e|IkOZ jsou A a
B matice typu n x n, vime, ze rank(A), rank(B) < n, a tedy
rank(A) = rank(B) = n. O



Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Levou inverzi matice A
rozumime matici B € F™*" tZ2. BA = I,,. Pravou inverzi matice A
rozumime matici C € F™*" t.7. AC = I,.

@ Tedy je levou inverzi matice A matice, kterou Ize vynasobit A
zleva, abychom dostali jednotkovou matici.

@ Podobné je pravou inverzi matice A matice, kterou lze
vynasobit A zprava, abychom dostali jednotkovou matici.

@ UvaZujme napr. nasledujici redlné matice:

1/2

/2 0

2.0 0
Alz[ } A= 0 0
00 1/3 0 3

Pak plati A1A> = b, a tedy je A; levou inverzi matice Ay,
zatimco A je pravou inverzi matice Aj.



Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Levou inverzi matice A
rozumime matici B € F™*" tZ. BA = I,,. Pravou inverzi matice A
rozumime matici C € F™*" t.z. AC = I,.

@ Matice nemusi mit ani levou ani pravou inverzi.

o Napf. nulové matice nemaji ani levé ani pravé inverze.

@ Na druhou stranu mize mit matice vice nez jednu levou
inverzi, nebo vice nez jednu pravou inverzi.

o Nicméné, jak ukazuje Disledek 11 (na dalSim slajdu), kazda
matice A, kterd ma levou i pravou inverzi, je ve skutecnosti
regularni (a tedy zejména Ctvercovd), a navic ma A pravé
jednu levou a jednu pravou inverzi, pri¢emz jsou tyto matice
stejné a rovnaji se A~



Dusledek 11

Necht F je téleso a A € F™™ je matice. Predpokladejme, ze

B € F™*" je levou inverzi matice A (tj. BA=1I,) a C € F™*" je
pravou inverzi A (tj. AC = I,). Pak je A regularni (a zejména
tvercovd, tj. m = n), a navic plati B= C = A1

Dikaz. Vsimnéme si nejprve, ze

Véta 9 ()
m = rank(ln) = rank(BA) <  min{rank(B),rank(A)} < n,

=1,

kde (*) plyne ze skute€nosti, ze matice A € F"*™ a B € F™*" a
tedy rank(A), rank(B) < min {m, n} < n.

Jelikoz AC = I, analogicky lze dokazat, ze n < m (jednoduse
namisto BA = I, pouzijeme skute¢nost, ze AC = I,).

Plyne, ze m = n. Zejména plati, ze A, B, C € F"*", a tedy
BA=Il,=1,a AC = I,.



Disledek 11

Necht F je téleso a A € F"*™ je matice. Predpokladejme, ze
B € F™*" je levou inverzi matice A (tj. BA=In) a C € F™*" je
pravou inverzi A (tj. AC = I,). Pak je A regulédrni (a zejména
tvercova, tj. m = n), a navic plati B= C = AL
Diikaz (pokracovani). P¥ipomenuti: n = m; BA = AC = I,.
Nyni plati:

B = Bl, = B(é/C_/) = (Eﬁ)C = L = C.

=, =,

Tedy AB = BA = I,. Dokazali jsme, ze A je reguldrni a ze jeji
inverzi je B= C.



Dusledek 11

Necht F je téleso a A € F"™™ je matice. Predpokladejme, ze

B € F™*" je levou inverzi matice A (tj. BA=1I,) a C € F™*" je
pravou inverzi A (tj. AC = I,). Pak je A regularni (a zejména
¢tvercova, tj. m = n), a navic plati B= C = AL

@ Poznamka: Disledek 11 je divod, proC jsme regularitu
definovali pouze pro ¢tvercové matice.

o Kazda rozumné definice regulérni (invertibilni) matice by
vyZadovala existenci jak levé, tak pravé inverze dané matice, a
podle Disledku 11 mohou mit levou i pravou inverzi pouze
Ctvercové matice.



@ Pripomenuti:
Necht F je téleso a A € F™™ a B € F™*P jsou matice. Pak plati
rank(AB) < min {rank(A), rank(B)}.

Disledek 12
Necht I je téleso a A, B € F"*" jsou ¢tvercové matice, pro které
plati AB = I, nebo BA = [,. Pak plati AB = BA = I, a tedy jsou

matice A a B regularni a jsou navzijem inverzni (tj. B= A"! a
A= B1)

e Diikaz vynechavame, ale naleznéte ho ve skriptech (Penev,
Corollary 3.3.20).

@ Poznamka: Z Disledku 12 plyne, Ze ma-li ¢tvercova matice
A levou nebo pravou inverzi B, pak je B oboustrannou inverzi
matice A, tj. prosté inverzi, a zejména je A regulérni.



© Rozsifovani linedrné nezavislé mnoziny do baze F”

o Pripomenuti:

Tvrzeni 1 z Prednasky ¢.9

Necht A je linedrné nezavislda mnozina v konec¢nédimenzionalnim
vektorovém prostoru V' nad télesem F. Pak ma V bazi B t.z.
ACB.

@ Tedy kazdou linearné nezavislou mnozinu v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V lze rozsitit
do baze V.

@ Pokud V =", takovou bazi lze snadno vypocitat!



Necht F je téleso a {a1,...,ax} je linedrné nezavisla mnozina
vektord v F". Necht {by,...,b,} je libovolnd baze F". Pak bazické
sloupce C:=[a ... ax by ... b, | tvofi bazi F", ktera
rozSifuje linedrné nezévislou mnozinu {as,...,ax}.

Diikaz. Necht C je mnozina vSech bazickych sloupcl matice
C=[a ... a by ... b, ]. Jepotieba dokizat, ze C je
bazi F" a zaroven a;y,...,a, € C.

Z Véty 2 vyplyva, ze C je bazi Col(C). Nyni si vS§imnéme, Ze

—

*

Col(C) = Span(ay,...,ak,by,...,b,) 2O Span(by,...,b,) = F"

N>

7

kde (*) plyne ze skute¢nosti, ze {by,...,b,} je baze F". Jelikoz je
Col(C) podprostor ", plyne, ze Col(C) =", a tedy je C bazi F".

Zbyva ukazat, ze a1,...,a, € C.



Necht F je téleso a {a1,...,ax} je linedrné nezavisld mnozina
vektorl v F". Necht {by,...,b,} je libovolna baze F". Pak bazické
sloupce C:=[a ... ax by ... b, | tvofi bazi F”, ktera
rozsituje linedrné nezavislou mnozinu {a,...,ax}.

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: C je mnozina vSech bazickych
sloupci matice C=[a; ... ax by ... b, |;je potfeba
ukazat, ze ai,...,a, € C.

Vsimnéme si, ze bazické sloupce matice C vlevo od svislé
teCkované Cary jsou pravé bazické sloupce podmatice

[a1 ... a |. JelikoZ jsou vektory ai,...,aj linedrné nezavislé,
vdechny sloupce matice [ a; ... a, | jsou bazické.
o Vskutku, jelikoZ jsou sloupce matice [ a; ... a, | linedrné

nezavislé, méa tato matice plnou sloupcovou hodnost, a tedy
jsou vsechny jeji sloupce bazické.

Plyne, Ze a;,...,a, € C. I



Necht F je téleso a {a1,...,ax} je linedrné nezavisld mnozina
vektord v F". Necht {by,...,b,} je libovolna baze F". Pak bazické

sloupce C:=[a ... ax by ... b, | tvoii bazi F”, ktera
rozsituje linedrné nezavislou mnozinu {ay,...,ax}.

Necht F je téleso. Necht ay,...,ax € F” jsou libovolné vektory a
{b1,...,b,} je libovolnd baze F". Polozme

C:=[a ... ac by ... b,].Pak bazické sloupce matice C
vlevo od svislé teckované &ary tvori bazi A podprostoru

Span(ay, ..., ak), zatimco vSechny bazické sloupce matice C tvofi
bazi C prostoru F", ktera rozsituje A (tj. A C C).

@ Dikaz Tvrzeni 14 je velmi podobny dikazu Tvrzeni 13 a
naleznéte ho ve skriptech (Penev, Proposition 3.3.23).

@ Podivejme se na priklad!



Uvazujme nasledujici vektory se slozkami v Zs3:
1
0
2 b
0

Vypoditejte bazi A podprostoru Span(aj,az, as,as). Déle
vypocitejte bazi C prostoru Z3, ktera rozsituje A (tj. pro kterou
plati A C C).

ay =

O~ ON
Q
i~
\

N = =N

NN = =

Reseni. UvaZujme kanonickou bazi £ = {e1, e, e3, eq} prostoru
Z3. Polozme

C = [al dz a3 a4:e1 e €3 64]
1 2 12,1000
_ 0 01 1:0 1 00
o 2 1 2 1,0 0 10
0 02 2'00 01

A



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

C=[a a a3 a; e e e3 e |

Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostavame:
1 201,00 2 1
001 1'0 0 0 2
RREF(C) = 1o 00 0!1 01 0]
00000101
pricemz jsme obarvili bazické sloupce. Tedy je
(1 (1
0 1
A= Havag} = { 2 2 }
_0 _2
bazi Span(ai, az, a3, as), zatimco je
1] 1] 1 0
0 1 0 1
C = {a17a37e17e2} - { 2 ) 2 ) 0 9 0 }
o [2] [o 0

bazi 73, ktera rozsituje A. O



@ Jadro matice

Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Jidro matice A, které
znac¢ime Nul(A) nebo Ker(A), je mnozina vSech FeSeni homogenni
rovnice Ax = 0, tj. Nul(A) := {x € F" | Ax = 0}.

e Poznamka (ang.):
o Nul(A) = null space of A
o Ker(A) = kernel of A

Necht F je téleso a A € F"*"™ je matice. Pak je Nul(A) podprostor
Fm.

e Dukaz: Skripta (Penev, Proposition 3.3.25).
o Jednoduché! Je prosté potfeba ovéfit, ze Nul(A) obsahuje 0 a
je uzavreno vzhledem k séitani a k nasobeni skalarem.

@ Terminologie: Nulita matice A je dimenze jejiho jadra, tj.
dim(Nul(A)).



Necht I je téleso a A € F*" je matice. Pak jsou sloupce matice
A linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz Nul(A) = {0}.

Diikaz. Podle definice je Nul(A) mnozinou viech FeSeni homogennfi
rovnice Ax = 0, a tedy

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze

Nul(4) = {0} = trivialni FeSeni (tj. feseni x = 0)

()

= sloupce matice A jsou linedrné nezavislé

kde (*) plyne z Tvrzeni 1 z Pfednasky ¢.8. O



Uvazujme matici

>
Il
=
el i )
=R
=)
=

jejiz prvky patfi do Z,. Vypocitejte bazi a dimenzi jddra matice A.°

?Jadro matice A = Nul(A).

Reseni. Nejprve vyresime homogenni rovnici Ax = 0.
Gaussovou-Jordanoou eliminaci dostdvame:

10101
RREF(A) = |0 1 0 1 0
00000



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

O O
o~ O
O O
O = O

O O
| |

RREF(A) = {

Obecné feseni homogenni rovnice Ax = 0 je

r+t

kde r,s, t € Zs,

[+]w]~]«

tj.

kde r,s, t € Z.

)

OHOI—‘O

x

Il

-
ooHo»—A

_|_

n
Hooo»—t



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

1 0 1
0 1 0
X = r +s| 0O | +¢t| O [, kde r,s,t € Z.
0 0
0 0
Tedy
1 0 1
0 1 0
s ()]0 ]
0 0
0 0
je bazi Nul(A), z &ehoz plyne, Ze dim(Nul(A)) = 3. O



@ Poznamka: Necht A € F"*™ je matice (kde F je néjaké
téleso).

@ Vsimnéme si, Ze dim(Nul(A)) (tj. pocet vektori v libovolné
bazi jadra matice A) vzdy bude rovna poétu volnych
proménnych v obecném FeSeni homogenni rovnice Ax = 0.

@ Formalni ditkaz vynechavame, ale hlavni myslenku Ize
pochopit z feSeni predchoziho prikladu.

@ Ma-li homogenni rovnice Ax = 0 pouze trividlni FeSeni (tj.
feSeni x = 0), pak plati Nul(A) = {0}, a tedy je () (jedinou)
bazi Nul(A).



Véta o hodnosti matice a dimenzi jadra (Rank-nullity theorem)

Necht [ je téleso a A € F"*™ je matice. Pak plati

rank(A) + dim(Nul(A)) = am

= pocet
sloupct
matice A

@ Formalni dikaz vynechdvdme, ale hlavni myslenka je déna v
nasledujicim diagramu:

rank(A) + dim (Nul(A)) = D

= pocet = podet = podet .
bazickych nebazickych sloupci
sloupcil sloupci matice A
matice A matice A

= pocet = podet
bazickych volnych

proménnych proménnych



@ Véta o regularnich maticich (v.2)

Véta o regularnich maticich (v.2)

Necht F je téleso a A € F™*" je Ctvercova matice. Necht je dano
zobrazeni f : F" — F" predpisem f(x) = Ax Vx € F".? Pak jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

Q@

©@ € © e e 6

A je regularni (tj. A ma inverzni matici);

AT je regulamf;

RREF(A) = I;

RREF([ A I, ])=[ I B ] pro néjakou matici B € F"*";
rank(A) = n;

rank(AT) = n;

A je soucin elementarnich matic;

?Jelikoz je f maticové zobrazeni, plyne z Tvrzeni 3 z Pfednasky ¢.4, ze f je

linedrni. Navic je A matici linedrniho zobrazeni f v.k.k.b.



Véta o regularnich maticich (v.2) - pokracovani

@

@

€

© € 6 €

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trividlni FeSeni (tj. feSeni
x = 0);

existuje vektor b € " t.z. rovnice Ax = b ma pravé jedno
feSenf;

pro kazdy vektor b € F” ma rovnice Ax = b pravé jedno
feSentf;

pro kazdy vektor b € F” ma rovnice Ax = b nejvice jedno
feSentf;

pro kazdy vektor b € F” je rovnice Ax = b feSiteln3;
zobrazeni f je prosté;

zobrazeni f je na;

zobrazeni f je isomorfismus.



Véta o regularnich maticich (v.2) - pokracovani

@ existuje matice B € F"*" t.z. BA = I, (tj. ma A levou inverzi);

@ existuje matice C € F"™*" t.z. AC = I, (tj. ma A pravou
inverzi);

sloupce matice A jsou lineadrné nezavislé;

sloupce matice A generuji F" (tj. Col(A) = F");
sloupce matice A tvori bazi F”;

radky matice A jsou linedrné nezavislé;

¥adky matice A generuji F1X" (tj. Row(A) = F1xm);
tadky matice A tvori bazi F1*";

Nul(A) = {0} (tj. dim(Nul(A)) = 0).

© ©6 6 6 ©6 @ €



@ Linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory (¢ast 1)

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem . Zobrazeni
f: U — V je linedrni pokud splniuje nasledujici axiomy:

Q Yui,ux € U: f(ug +up) = f(ug) + f(u2);

Q@ Vuec U, aeF: f(au) = af(u).

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem . Zobrazeni
f: U — V je isomorfismus, pokud je linedrni a zaroven bijektivni.
Existuje-li isomorfismus mezi U a V/, pak fikdme, ze U a V jsou
isomortfni.




Uvazujme realni vektorovy prostor Pgr vSech polynomi, jejichz
koeficienty jsou realna Cisla. Dokazte, ze je zobrazeni D : Pr — Pg
dané predpisem

n n
D(Y ax¥) = 3 kaxk=!  Vne Ny, ap,...,a €R
k=0 k=1

linearni.

@ Pokud umite analyzu, rozpoznate tady vzorec pro derivaci
polynomialnich funkci.
Reseni. Je potteba ovéfit, ze D spliuje oba axiomy z definice
linedrniho zobrazeni.



Uvazujme realni vektorovy prostor Pr vSech polynomt, jejichz
koeficienty jsou realna Cisla. Dokazte, ze je zobrazeni D : Pr — Pg
dané predpisem

D(Y axx¥) = 3 kaxk"1  Vne Ny, ap,...,ak €R
k=0 k=1

linearni.
Reseni (pokracovani). 1. Necht' p(x), q(x) € Pg. Pak
dn € Ny, ag,...,an, bo,...,bp E R t.Z

p(x) = S axk a  gx) = 3 bxk
k=0 k=0

@ Zde je n néjaké nezdporné celé Cislo t.z.
deg(p(x)), deg(q(x)) < n. Nerovnost miize byt i ostra, tj. je
mozné, ze a, = 0 nebo b, = 0.
Nyni spoéitdme (na nésledujicim slajdu):



o D Zn: axk) =
k=0

Reseni (pokracovani).

D(p(x) + q(x))

n
> kaka_l Vn € Ny, ap,...,ak € R
k=

/
-
L
>
x
=
=
N—
+
/
=
==
o
=
X
T
—
N—

>
I
—
>
I
—

)
—
NE
>
X
=
=
4
o)
—
NIE
>
x
=
~

i
o
i
o



n

o D( kz=:0 axk) =

n
> kakafl Vn € Ny, ag, ...,
k=1

akeR

Reseni (pokracovani). 2. Necht p(x) E Pr a a € R. Pak

dn € Np, ao, . ..

D(ap(x))

,an € R t.z.

p(x) = E: akx®. Nynf spo&itame:

Da(Zakx )

(
D(i (aai)x¥)

k=0

k(aay)x<1

\gE!

k=0

axk—1

a > k
aD( kijo akxk)
aD(p(x))-

Z 1. a 2. plyne, ze D je linearni. O



o Jesté jeden priklad pro ty, ktefi uz umi analyzu.

Necht Diff(R) je redlny vektorovy prostor vsech diferencovatelnych
funkci z R do R, a necht Func(R) je realny vektorovy prostor vsech
funkci z R do R. Ovéfte, ze zobrazeni D : Diff(R) — Func(R) dané
predpisem D(f) = f' Vf € Diff(R) je linedrni. (Jako obvykle, f’ je
derivace funkce f.)

o Resent: skripta (Penev, Example 4.1.2 - nepovinna etba).



@ Nasledujici véta a dva tvrzeni jednoduse plynou z definice
linedrniho zobrazeni (diikaz: zkuste samil).

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem F. Pak jsou pro
kazdé zobrazeni f : U — V ekvivalentni nasledujici tvrzenf:

@ zobrazeni f je linearni,

@ VYui,uy e U, aj,ap €FTF:
f(alul = OQUQ) = alf(ul) == Oézf(UQ).

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linearni zobrazeni. Pak Yuy,uz € U platf
f(u1 — U2) = f(ul) — f(UQ).




Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V

je linearni zobrazeni. Pak Yuy,...,ug, ag,...,ax € F plati
k k
f( Z a,-u,-) = Z Oé,'f(U,'),
i=1 i=1
neboli

f(alul + -4 akuk) = o1f(ug) + - + axf(ug).




Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem Fa f: U — V
je linearn{ zobrazeni. Pak plati f(0) = 0.2

“Ptesnéji: f(0y) = 0y, kde Oy je nulovy vektor prostoru U, zatimco je Ov
nulovy vektor prostoru V.

Diikaz. Staéi si vSimnout, Ze

—

*

f0) = £(0-0) 2 of(0) = o,

~

kde (*) plyne z linearity f. O



Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem . Pak plati
nasledujici tvrzeni:

@ pro vsechna linearni zobrazeni f,g : U — V je zobrazeni f + g
linearni;?

@ pro vsechna linearni zobrazeni f : U — V a skalary o € F je
zobrazeni af : U — V je linearni;?

@ pro vsechna linearni zobrazeni f : U — Vag:V — W je
zobrazeni g o f linearni.c

’f +g: U — V je definovano predpisem (f + g)(u) = f(u) + g(u) Vu € U.
baf : U — V je definovano predpisem (af)(u) = a(f(u) Yu e U.
‘gof:U— W je definovano predpisem (gof)(u) =g f(u)) Yu e U.

@ Tvrzeni 21 jednoduse plyne z definice linedrniho zobrazeni.
o Dukaz &asti (c) je ve skriptech (Penev, Proposition 4.1.7).



o Poznamka: Necht U a V jsou vektorové prostory nad
télesem .
e Mnozinu vSech linearnich zobrazeni z U do V znalime
Hom(U, V).
o Terminologie: Linearni zobrazeni se obclas nazyvaji
~homomorfismy"”, a proto se pouziva znaceni Hom(U, V).
o Vsimnéme si, ze Hom(U, V) je vektorovy prostor nad
télesem F.
o S¢&itani vektorl a nasobeni skaldrem v Hom(U, V) jsou
definovany jako scitani funkci a nasobeni funkci skalarem.
e Podle Tvrzeni 21(a—b) je Hom(U, V) uzavieno vzhledem k
s¢itani funkci a nasobeni funkci skalarem.
o Nulovy vektor prostoru Hom(U, V) je nulova funkce, tj. funkce
fo : U — V dana predpisem fo(u) = 0y Vu € U, kde Oy je
nulovy vektor prostoru V.



