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@ Tato prednaska ma t¥i Casti:

© Vektorové prostory (&ast 1-2): pfipomenuti
@ Dimenze vektorovych prostorii (pokracovani)
© Dimenze nékterych (pod)prostorii



© Vektorové prostory (¢ast 1-2): pripomenuti

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Vektor v € V je

linearni kombinaci vektorti uy, ... ,u, € V, pokud existuji skalary
ag,...,a €Ft.z
V = iU + - -+ QgUg.
Linearni obal mnoziny {ui,...,ux}, znaceny Span({uy,...,ux})
nebo Span(uy,...,ux), je mnozina vsech linedrnich kombinaci
vektorli uy, ..., uy, tj.
Span(ul,...,uk) = {Oéllll S I oA | 2 ’ a1,...,0K € IF}.

Dohodou je , prazdny soucet” vektorli v V definovan jako 0
(nulovy vektor),? a tedy Span()) = {0}.

2, Prazdny soucet” je soucet tvaru aqui + - - - + akuk, kde k = 0 (a tedy
nemame Zadné u; a 724dné «;).



@ Terminologie: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.
Vektory uy,...,ux € V generuji V (nebo mnozina
{us,...,ux} generuje V), pokud V = Span(uy,. .., ug).

o Vsimnéme si, Ze () generuje trividlni vektorovy prostor {0} nad
télesem F.



Véta 8 z Prednasky ¢.7

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht

uy,...,ux € V (k >0).? Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ wug,...,ux €Span(uy,...,ug);

@ Span(uy,...,ux) je podprostor V;

@ pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V t.z.
ui,...,ux € U, pak Span(ug,...,ux) je podprostor U;

@ Span(uy,...,uk) je roven priniku vSech podprostort
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., u.

“Pokud k = 0, pak je mnoZina {uy, ..., ux} prazdng, a platf
Span(uz,...,ux) = {0}.

e Poznamka: V nékterych ucebnicich je Span(u, ..., ux)
definovan jako priinik vSech podprostorii vektorového
prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., ug.

o Dle Véty 8(d) je tato alternativni definice ekvivalentni nasi
pavodni definici.




Necht V je vektorovy prostor nad télesem FF, a necht vy, ... ,vx € V jsou
vektory. Rikame, e mnozina {v1,...,vk} je linedrné nezavisla, nebo ze
vektory vy, ..., Vi jsou linedrné nezavislé, pokud pro vSechny
ai,...,ax € F plati

avi+ -+ agve =0 = a;=---=a,=0.
Jinymi slovy, vektory v, ..., v jsou linedrné nezavislé, pokud rovnice
a1Vi + - -+ + axve = 0 ma pouze ,trividlni feseni”, tj. feseni
a1 = --- = ax = 0. Na druhou stranu, pokud vektory vy, ..., v, nejsou
linedrné nezavislé, pak fikame, Ze jsou linedrné zavislé, nebo Ze je
mnozina {v1,...,Vk} linedrné z3visla.




Konecéna baze (nebo jenom bdze) vektorového prostoru V' nad
télesem F je mnozina {v1,..., vk} vektorii z V, kterd spliiuje
nasledujici dvé podminky:

@ mnozina {vi,..., v} je linedrné nezavisla ve V;

@ mnozina {vi,..., vk} generuje V, tj. Span(vy,...,vk) =

V.




Steinitzovo lemma o vyméné

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F, necht
ai,...,ag, by, ..., by € V a predpokladejme, ze vektory as, . ..
jsou vzajemné riizné a zaroven jsou vektory by,..., b, vzijemné
rizné. Predpokladdejme navic, ze A := {a;,...,a,} je linedrné
nezavisld mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje
V. Pak plati kK < ¢ (tj. |A| < |B|). Navic existuje mnozina
B'CB\Atz |B|=|B|—|Al=¢—k aAUB' generuje V.

» Ak




@ Pomoci Steinitzova lemmatu o vyméné jsme dokéazali:

Véta 10 z Prednasky ¢.8

Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem F.
Pak vsechny baze V' maiji stejny pocet vektord.

Dimenze konecnédimenzionalniho vektorového prostoru V' nad

télesem I, kterou znadime dim(V/), je pocet vektord v libovolné
bazi V.

.



@ Pomoci Steinitzova lemmatu o vyméné jsme dokéazali:

Véta 11 z Prednasky ¢.8
Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem F
a necht n:= dim(V). Pak plati
@ kazda linedrné nezavisla mnozina vektori v V' ma nejvice
n vektoru;

@ kazdd mnozina vektord, kterd generuje V, ma alespon
n vektord.

@ Neformalné:

[lin. nezavisla mnozina| < dim(V) < |mnozina generujici V|



@ Dimenze vektorovych prostorl (pokracovani)

@ Dokazali jsme:

Tvrzeni 9 z Prednasky ¢.8

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht B C V je
kone¢nd mnoZina, kterd generuje V. Pak 3B’ C B t.z. B je
baze V.

@ Nyni dokazeme:

Necht ay,...,ax jsou linedrné nezavislé vektory v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V' nad télesem .
Pak ma V bazi, ktera obsahuje vektory ay, ..., ax.

@ Pozor: Tvrzeni 1 plati pouze pro kone¢nédimenzionalni
vektorové prostory.



Necht ai,...,ak jsou linedrné nezavislé vektory v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V' nad télesem F.
Pak ma V bazi, kterd obsahuje vektory ag, ..., agk.

Diikaz. Polozme n := dim(V). Podle Véty 11 z Prednasky ¢.8 ma
kazda linedrné nezavislda mnozina vektorového prostoru V' nejvice n
vektor(i a zejména k < n.

Necht A je linedrné nezavisld mnozina ve vektorovém prostoru V/,
kterd obsahuje vektory as,...,a, a pfi této podmince ma co
nejvétsi mohutnost.
@ Vysvétleme, proC A existuje.
o Existuje alespon jedna linedrné nezavisla mnozina, ktera
obsahuje vektory a1, ..., ax, napfiklad {ai,...,ax}.
@ Na druhou stranu maji vSechny linearné nezavislé mnoziny
mohutnost nejvice n.
@ Tedy A existuje.



Necht aj,...,ak jsou linedrné nezavislé vektory v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V' nad télesem F.
Pak ma V bazi, kterd obsahuje vektory ag, ..., ag.

Diikaz (pokracovani). P¥ipomenuti: A je linedrné nezavisla mnozina
ve vektorovém prostoru V/, kterd obsahuje vektory ay, ..., ak, a pfi
této podmince ma co nejvétsi mohutnost.

Polozme A ={ai,...,ak,ak11,...,ak ¢} Tvrdime, ze A je baze
V.

Jelikoz je mnozina A linedrné nezavisla, staci dokazat, ze A
generuje V. Necht v € V; je tfeba dokazat, ze v je linearn{
kombinaci vektorli z A. Je-li v € A, je to zfejmé. Predpokladejme
tedy, ze v ¢ A. Z maximality mnoziny A plyne, ze mnozina {v} UA
neni linedrné nezavisla. Tedy existuji skalary

Oy Oy e ooy Oty Oy 1,y - - -, g € I, ne vSechny nulové, t.z.

oV + aqay + -+ apdk + g1kl + agake = 0,



Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti:

ooV + aiar + - Fogag + Qpprdggl + Qpgpdgyp = 0; alespon
jeden ze skalarl o, a1, ..., K, i1, ..., ke je nenulovy; je
tfeba dokazat, ze v je linedrni kombinaci vektor(i

Al .o, A, At 1y Aty

Pokud a9 = 0, pak je alespon jeden ze skalard

Q1yeeey Qiy i1, - - -, Qe Nenulovy, a zdroven plati

1@t + -+ akag + ag a1 + agpage = 0, coz je spor se
skute€nosti, ze vektory a1, ..., ak,aki1,...,ak ¢ jsou linedrné
nezavislé.

Plyne, ze ap # 0, a tedy

1

v = (—ao tar)ar + -+ (—ao takie)akse,

tj. v je linedrni kombinace vektorl ay, ..., ak, akr1, ..., dkre.

Tim jsme dokazali, Ze A je baze V. O



Necht ai,...,ax jsou linedrné nezavislé vektory v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V' nad télesem F.
Pak ma V bazi, kterad obsahuje vektory ag, ..., agk.

Necht V' je nekonecnédimenzionalni vektorovy prostor nad
télesem . Pak pro kazdé k € N ma V linedrné nezavislou mnozinu
mohutnosti k.

@ Uvedeme nastin dikazu. Detaily nechavame jako cviceni.



Necht V' je nekonecnédimenzionalni vektorovy prostor nad
télesem . Pak pro kazdé k € N ma V linedrné nezavislou mnozinu
mohutnosti k.

Diikaz (néstin). Dikaz provedeme indukci podle k.
Zaklad indukce: () je linedrné nezavisld& mnozina mohutnosti 0.

Indukcni krok: Necht k € N a predpokladejme, ze V' ma linedrné
nezavislou mnozinu A = {ay,...,ax}. Kdyby mnozina A
generovala V/, pak by A byla baze V/, a tedy by vektorovy prostor
V' byl kone¢nédimenzionalni, coz je spor. Tedy A negeneruje V, a
proto Ja,1 € V \ Span(A). Nyni je jednoduché ovéfit (dokazte to
sami), ze mnozina AU {a, 1} = {a1,...,ak, ar1} je linedrné
nezavisla. [



@ PYipomenuti:

Tvrzeni 9 z Prednasky ¢.8

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F a necht B C V je
kone¢nd mnoZzina, kterd generuje V. Pak 3B’ C B t.2. B je
baze V.

Necht ai,...,ax jsou linedrné nezavislé vektory v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V' nad télesem F.
Pak ma V bazi, ktera obsahuje vektory ay, ..., ax.

@ Z téchto dvou tvrzeni plyne:

Disledek 3

Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
F a polozme n := dim(V). Pak plati:

@ kazda linedrné nezavisld mnozina mohutnosti n v V je baze V;

@ kazdd mnozina mohutnosti n, kterad generuje V, je baze V.




Necht ai,...,ak jsou linedrné nezavislé vektory v
konecnédimenzionalnim vektorovém prostoru V' nad télesem F.
Pak ma V bazi, kterd obsahuje vektory ag, ..., agk.

Dusledek 3

Necht V je kone€énédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
F a polozme n:= dim(V). Pak plati:
@ kazda linearné nezavisla mnozina mohutnosti nv V je baze V;

@ kazda mnozina mohutnosti n, kterd generuje V/, je baze V.

Diikaz. (a) Necht A je libovolna linedrné nezavisld mnozina vektorii
z V t.z. |Al = n. Podle Tvrzeni 1 ma V bazi A’ t.z. AC A'. Jelikoz
dim(V) = n, plyne, ze |A'| = n. Jelikoz |[A|=|A|=na ACA,
plyne, ze A= A’. Tedy A je baze V (protoze A’ je baze V). Tim je
dokézéno (a). O



Tvrzeni 9 z Prednasky ¢.8

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht B C V je
kone¢nd mnozina, kterd generuje V. Pak 3B’ C B t.z. B’ je
baze V.

Disledek 3

Necht V je kone¢nédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
[F a polozme n := dim(V). Pak plati:

@ kazda linedrné nezavisla mnozina mohutnosti n v V je baze V;

@ kazda mnozina mohutnosti n, kterad generuje V, je baze V.

Diikaz. (b) Necht B je mnozina mohutnosti n, kterd generuje V.
Podle Tvrzeni 9 z Pfedndsky ¢.8 ma V bazi B’ t.z. B’ C B. Jelikoz
dim(V) = n, plyne, ze |B'| = n. Jelikoz |B| = |B'| = na B’ C B,
plyne, ze B’ = B. Tedy B je baze V (protoze B’ je baze V). Tim
je dokazano (b). O



Necht V je kone€nédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
F a U je podprostor V. Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ U je konecnédimenzionalni;
@ dim(U) <dim(V);
@ dim(U)=dim(V) = U= V.

Diikaz. Polozme n := dim(V/). Jelikoz je U podprostor V, kazda
linedrné nezavislda mnozina v U je zaroven linearné nezavisla ve V a
tedy dle Véty 11(a) z Prednasky ¢.8 kazda takovd mnozina ma
nejvice n vektorl. Necht {us,...,ux} je linedrné nezavisld mnozina
v U o co nejvétsi mohutnosti. (Tedy k < n.) Je tfeba dokazat, ze
{u1,...,ux} je baze U; z toho budou plynout (a) a (b). Jelikoz je
mnozina {uy,...,ux} linedrné nezavisla, stali dokazat, Ze tato
mnozina generuje U.



Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: {u1,...,ux} je linedrné
nezavisld mnozina o co nejvétsi mohutnosti. Je tfeba dokazat, ze
tato mnozina generuje U.

Necht u € U; je tfeba dokazat, ze u je linedrni kombinace vektor(i
ui,...,ux. MiZeme predpokladat, ze u ¢ {uj,...,ux}, protoze
jinak mame hotovo.

Z maximality {ui,...,ux} plyne, Ze mnozina {u,uy,...,ux} je
linedrné zavisla. Tedy existuji skalary ag, a1,...,ax € F, z nichz je
alespon jeden nenulovy, t.z.

aou + aqug + -+ agu, = 0.
Pokud ag = 0, pak plati aju; + - - - + axu, = 0 a alespon jeden
ze skalarl ag, ..., ax je nenulovy, cozZ je spor se skuteCnosti, ze
mnozina {uy,...,ux} je linedrné nezavisla.

Tedy ag # 0 a plyne, ze
u=(—agtar)uy + -+ (—ag tok)ug.

Tedy u € Span(uy,...,ux), a plyne, Ze {uy,...,ux} generuje U.



Necht V je kone€nédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
F a U je podprostor V. Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ U je konecnédimenzionalni;
@ dim(U) <dim(V);
@ dim(U)=dim(V) = U= V.

Diikaz (pokracovani). Dokazali jsme, ze {u1,...,ux} je baze U, a
tedy plati (a) a (b).

Zbyva dokazat (c). Predpokladejme, ze dim(U) = dim(V), tj.
k=n.

Nyni je {uy,...,ux} linedrné nezavisld mnozina mohutnosti n ve
n-dimenzionalnim vektorovém prostoru V' a tedy z Disledku 3(a)
plyne, Ze {uy,...,ux} je baze V. Tedy

U = Span(uy,...,ux) = V, &mz jsme dokazali (c). O



Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem
F a U je podprostor V. Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ U je konecnédimenzionalni;
@ dim(U) <dim(V);
@ dim(U)=dim(V) = U=V.

@ Pozor: Véta 4 plati pouze pro konec¢nédimenzionalni
vektorové prostory!
o Nekonec¢nédimenzionalni vektorové prostory mohou mit
nekonec¢nédimenzionalni vlastni podprostory.
o Napt. {p(x) € Pr | p(0) =0} je nekone&n&dimenzionéIni
vlastni podprostor vektorového prostoru Pg.



@ Geometricka interpretace podprostorii vektorového prostoru
R™

e Jediny 0-dimenzionalni podprostor prostoru R" je {0}.

o 1-dimenzionalni podprostory prostoru R" jsou p¥imky (, kopie
R'"), které prochazeji pocatkem.

o 2-dimenzionalni podprostory prostoru R" jsou roviny (, kopie
R2"), které prochazeji poatkem.

e m-dimenzionalni podprostory prostoru R" (m < n) jsou ,kopie
R™", které prochazeji pocatkem.

e Jediny n-dimenzionalni podprostor prostoru R” je R"” samo.



© Dimenze nékterych (pod)prostori

e Pripomenuti: Jsou-li U a W vektorové prostory nad télesem
F, pak je U x W také vektorovy prostor nad F, pricemz
sCitani vektor(i a nasobeni vektorl skaldrem definujeme takto:

o (up,wi) + (U, wp) := (ug + up, wy + wy)
Yug,up € U, wy,wy € W,
o a(u,w) :=(au,aw) Vo e F,ue U, we W.

Necht U a W jsou konecnédimenzionalni vektorové prostory nad
télesem . Pak je vektorovy prostor U x W také
konecnédimenzionalni, a navic plati

dim(U x W) = dim(U) + dim(W).




Necht U a W jsou konecnédimenzionalni vektorové prostory nad
télesem . Pak je vektorovy prostor U x W také
konec¢nédimenzionalni, a navic plati

dim(U x W) = dim(U) + dim(W).

Diikaz (nastin). Polozme m := dim(U) a n := dim(W). Necht
{ui,...,upn} a {wy,...,w,} jsou baze U a W respektive. Pak
jednoduse Ize ovéfit (dikaz: zkuste sami), ze

{(ul, Ow), ey (um, Ow), (Ou,wl), ceey (OU,w,,)}

je baze prostoru U x W, a tedy
dim(U x W) = m+ n = dim(U) + dim(W). 0.



o Pripomenuti: Jsou-li U a W podprostory vektorového
prostoru V nad télesem FF, pak jsou UN W a
U+ W :={u+w|ue U, we W} také podprostory V.

Necht U a W jsou podprostory konec¢nédimenzionalniho
vektorového prostoru V' nad télesem F. Pak jsou UNW a U+ W
také podprostory prostoru V. Navic jsou podprostory U, W,

UNn W a U+ W koneénédimenziondlni a splnuji

dim(U+ W) +dim(UN W) = dim(U) + dim(W).

Diikaz. Jelikoz je vektorovy prostor V' konecnédimenzionalni, z
Véty 4(a) vyplyva, zZe jeho podprostory U, W, UNW a U+ W
jsou také konec¢nédimenzionalni.



dim(U 4+ W) +dim(U N W) = dim(U) + dim(W).

Diikaz. Polozme m := dim(U), n:=dim(W) a p :=dim(U N W).
Necht {vi,...,vp} je baze podprostoru U N W. Pak je

{vi,...,vp} linedrné nezavisla mnozina v kone¢nédimenzionalnim
vektorovém prostoru U, a tedy ji Ize dle Tvrzeni 1 rozsi¥it do baze
{vi,...,vp,u1,...,un_p} podprostoru U. Podobné lze
{vi,...,vp} rozsifit do baze {vi,...,vp, Wi,...,Wp_p}

podprostoru W.

v \\\\\
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dim(U + W) +dim(UN W) = dim(U) + dim(W).

Diikaz.

v § T
7 |

Nyni sta¢i dokazat, ze

{Vl, sy Vpy UL, o U p, WY, . ,Wn_p}
je baze U+ W, protoze z toho hned bude plynout, Ze
dim(U+ W) +dim(Un W) = (p+(m—p)+(n—p))+p
m-+n

dim(U) + dim(W).



%

Dikaz (pokracovani). Je jednoduché dokazat, ze vektory
Vi,...,Vp, UL, ..., Un_p,W1,...,W,_, generuji U+ W. Dokazme,
ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé.

Necht a1,...,0p, 81, .-+, Bm—ps71s---sYn—p € F t.2.

a1V1 +"~-|—04pr+51111+"'+ﬁm—pum—p+’Y1W1 +"'+'Yn—pwn—p = 0.

Je treba dokazat, ze
CVl:"':Ckpzﬁl:"':6m—p:')/l:"':p)/n—pzo-



S
77,

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti:

QiVi + -+ apVp + Blul +-+ Bmfpumfp + YW1+ Y pWp—p = 0.
Vsimnéme si, ze

Brur + -+ 4 BmopUm—p = —QIVI — ... — QpVp — YIWI — ... — Yn_pWn_p,

a tedy Sius + - + Bm—pUm—p € Span(vy, ..., Vp, Wi, ..., Wy_p) C W.
Na druhou stranu plati

Biugr + - -+ Bm—pUm—p € Span(uy, ..., un_p) C U, a tedy

Brug + -+ Bmplim_p € UN W,



%

7 |

Diikaz (pokracovani). Pfipomenuti:

Q1vi + s+ apVp + Srur + -+ BmpUm—p + V1W1 + -+ Yo pWn—p = 0;
ﬁlul + -+ ﬂm—pUmfp cUnNnW.

Jelikoz je {vi,...,vp} baze UN W, plyne, ze 361,...,0p, € F t.Z.
,Blul + -+ /Bm—pum—p = 51"1 + -+ 5pr, a tedy

—01vy — ... — 5pv,, + fug + -+ Bm_pum_p = 0.

Jelikoz jsou vektory vi,...,vp,u1,...,Upn_p linedrné nezavislé
(protoze tvofi bazi podprostoru U), plyne, ze
b= =—bp=Pf1=-=Bmp=0.



v \\\\\
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Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti:
Q1Vi + -+ apVp + Blul +-+ 6m7pum7p + Y1W1 + -+ Y pWp—p = 0;
pr=--+=Pmp=0.

Plyne, ze

v+ apVp WL+ Y pWe—p = 0.

JelikoZ jsou vektory vi,...,vp, Wi, ..., W,_, linedrné nezavislé
(protoze tvofi bazi podprostoru W), plyne, ze

a]_:"':ap:’yl:"':’ynfpzo'



=

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti:
aivy + -+ QpVp + ﬁlul +-+ Bm—pum—p + Y1W1 + -+ Yn—pWn—p = 0.

Dokazali jsme, ze
ar=-=ap=01==Pmp=71=""="—p =0, a tedy jsou
vektory vi,...,Vp, U1, ..., Un_p,W1,...,W,_p linedrné

nezavislé. []



Necht U a W jsou podprostory konec¢nédimenzionalniho
vektorového prostoru V nad télesem F. Pak jsou UNW a U+ W
také podprostory prostoru V. Navic jsou podprostory U, W,

UN W a U+ W konecnédimenzionalni a spliuji

dim(U+ W) +dim(UN W) = dim(U) + dim(W).

@ Jsou-li U a W podprostory vektorového prostoru V' nad
télesem F t.z. UNW = {0} a V = U+ W, pak fikdme, ze V
je primy soucet U a W, coz zna¢ime V =U & W.

e Pokud je V = U @ W konecnédimenzionalni, plyne z Véty 6,
ze dim(V) = dim(U) + dim(W).
o Vskutku, dim(U N W) =0, a tedy
dim(V) = dim(U® W)+0
dim(U + W) + dim(Un W)
VRS Gim(U) + dim(W).

e Navic mame nasledujici vétu (na nasledujicim slajdu).




Necht U a W podprostory vektorového prostoru V' nad télesem F
tz V=UoW.PakWeVIuelUwe Wtz v=u+w.

e Dukaz: zkuste sami! (Jednoduché.)



