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@ Tato prednaska ma dvé casti:
© Vektorové prostory (st 1): pfipomenutf
@ Nékteré vektorové (pod) podprostory
© Lineadrné nezavislé mnoziny a baze vektorovych prostort
© Steinitzovo lemma o vyméné a dimenze vektorového prostoru



@ Vektorové prostory (¢ast 1): pfipomenuti

Necht F je téleso (jehoz prvky budeme nazyvat skaldry), s neutralnimi
prvky O pro scitani a 1 pro nasobeni. Vektorovy prostor nad télesem F je
mnozina V (jejiz prvky budeme nazyvat vektory) s operacemi s¢itani
vektorti + : V x V — V a nasobeni vektoru skalarem - : F x V — V,
spliujici nasledujici axiomy:

© (V,+) je Abelova grupa; neutrdlni prvek grupy (V,+) znalime 0
(,,nulovy vektor™), zatimco inverzni prvek k vektoru v € V' v grupé
(V,+) znaéime —v (,,opaény prvek k vektoru v");

Q VYWeV:lv=y;

Q WeV,aBeF: (a+ B)v=av+ fy;
Q WeV, apeF: (ab)v=apv),

Q VuveV, aeF: a(ut+v)=au+av.



Tvrzeni 5 z Prednasky ¢.7

Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F. Pak plati nasledujici
tvrzeni:

@ YWweV:0v=0;?

@ VacF: a0 =0:

@ WeV,aeFrav=0= (a=0V v=0)
@ WeV:(-1v=-vb

“Tady je 0 neutrdlni prvek pro scitani v télese F, zatimco 0 je nulovy vektor
ve vektorovém prostoru V.

bTady je —1 opa&ny prvek k neutralnimu prvku pro nasobeni v télese F, a
zejména je —1 skaldr. Tedy (—1)v je soudin skaldru —1 a vektoru v. Na druhou
stranu —v je opacny prvek k vektoru v.




Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Vektorovy podprostor
(nebo prosté podprostor) vektorového prostoru V' je podmnozina
U C V t.z. samotné U je vektorovy prostor nad télesem F, s
operacemi , prevzatymi” z V.2

“Vsimnéme si, ze musime mit stejné téleso IF pro U a V!

A\

Véta 6 z Prednasky ¢.7

Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F a necht U C V. Pak

je U podprostorem V' pravé tehdy, kdyz plati:

@ 0cU;y?

@ mnozina U je uzavrena vzhledem k scitani, tj. Yu,v € U:
ut+ve U,

@ mnozina U je uzaviena vzhledem k nasobeni skalarem, tj.
Yue U, aeF: aueU.

“Tady je 0 nulovy vektor vektorového prostoru V.



Necht V je vektorovy prostor nad télesem . Vektor v € V je

linearni kombinaci vektorti uy, ... ,u, € V, pokud existuji skalary
ag,...,a €Ft.z
V = iUy + - -+ QgUg.
Linearni obal mnoziny {ui,...,ux}, znaleny Span({uy,...,ux})
nebo Span(uy, ..., uk), je mnozina vsech linearnich kombinaci
vektorli uy, ..., uy, tj.
Span(ul,...,uk) = {Oéllll S I oA | 2 ’ a1,...,0 € F}.

Dohodou je ,,prazdny soucet” vektorli v V' definovan jako 0
(nulovy vektor),? a tedy Span(()) = {0}.

2, Prazdny soucet” je soucet tvaru aqui + - - - + axuk, kde k =0 (a tedy
nemame zadné u; a Z2adné «;).




@ Terminologie: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.
Vektory uy,...,ux € V generuji V (nebo mnozina
{us,...,ux} generuje V), pokud V = Span(uy,. .., ug).

o Vsimnéme si, Ze () generuje trividlni vektorovy prostor {0} nad
télesem F.



Véta 8 z Prednasky ¢.7

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht
uy,...,ux € V (k >0).? Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ wug,...,ux €Span(uy,...,ug);

@ Span(uy,...,ux) je podprostorem V;

@ pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V t.z.

ui,...,ux € U, pak Span(ug,...,ux) je podprostorem U,
@ Span(uy,...,uk) je roven priniku vSech podprostort
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., u.
“Pokud k = 0, pak je mnoZina {uy, ..., ux} prazdng, a platf

Span(uz,...,ux) = {0}.

e Poznamka: V nékterych ucebnicich je Span(u, ..., ux)
definovan jako priinik vSech podprostorii vektorového
prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., ug.

o Dle Véty 8(d) je tato alternativni definice ekvivalentni nasi
pavodni definici.




@ Nékteré vektorové (pod)podprostory

@ Nyni zkusme sestrojit nové vektorové prostory z téch, které uz
mame.

@ Predpokladejme, Ze jsou dany vektorové prostory U a W nad
télesem .

o Pak Ize kartézsky soucin

UxW = {(uw)|uecU, we W}

prirozenym zpisobem vybavit strukturou vektorového prostoru
nad F.
@ Scitani vektort je definovano predpisem

(ur,wi) + (u2,wz) = (ug + uz, wi + wy),

pro vSechny uj,up € U awy,wp € W.
e Nasobeni skaldrem v U x W (pro skalary z ) je definovano
predpisem
a(u,w) = (ou,aw)

pro vSechnya e F,ue Uawe W.



@ Nulovy vektor ve U x W je vektor

0U><W = (0U7 0W)7

kde Oy a 0y jsou neutrdlni prvky pro s¢itaniv U a W
respektive.

@ Opacny vektor k vektoru (u,w) z U x W je vektor
(_uv _W)v

kde —u (resp. —w) je opalny prvek k u (resp. w) ve
vektorovém prostoru U (resp. W).
@ Nyni lze jednodusSe ovéfit, Ze pro U x W plati vSechny axiomy
z definice vektorového prostoru.
e Prosté vyuzijeme toho, Ze axiomy plati pro U a W.



@ Necht U a W jsou podprostory vektorového prostoru V' nad
télesem .

@ Pomoci Véty 6 Ize jednoduse ovérit, ze UN W a
U+W = {u+wluelU, we W}

jsou podprostory vektorového prostoru V.

@ Detaily ponechavame jako cviceni.



© Linearné nezavislé mnoziny a baze vektorovych prostori

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, a necht vy,...,vx € V jsou
vektory. Rikame, Zze mnozina {vi, ..., v} je linedrné nezavisla, nebo ze

vektory vy, ..., Vi jsou linedrné nezavislé, pokud pro vSechny
ai,...,ax € F plati

vy + -+ agve =0 —— a; =---=qa,=0.
Jinymi slovy, vektory v, ..., v jsou linedrné nezavislé, pokud rovnice
a1Vi + - -+ + axve = 0 ma pouze ,trividlni feseni”, tj. feseni
a1 = --- = a, = 0. Na druhou stranu, pokud vektory vy, ..., VvV nejsou

linedrné nezavislé, pak fikame, Ze jsou linedrné zavislé, nebo Ze je

mnozina {vy,..., Vi } linedrné zavisla.

@ Jinymi slovy, vektory vi,..., vk jsou linedrné zavislé pravé
tehdy, kdyz existuji skalary as,...,ax € F, alespon jeden
nenulovy, t.Zz. ajvi + - 4+ axv, = 0.

@ Poznamka: () je linedrné nezavisld mnozina ve kazdém
vektorovém prostoru.



@ Pro specialni pfipad vektorového prostoru F" (kde F je
téleso), mame nasledujici tvrzend.

Necht F je téleso, a necht a;,...,a, (m > 1) jsou vektory v F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentnf:

@ vektory aj,...,an, jsou linedrné nezavislé;

@ homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feSeni (tj. FeSeni
x=0);

@ rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou hodnost).

V.

Diikaz. Dle Dusledku 8 z Pfednasky ¢.3 jsou (b) a (c) ekvivalentni.

Zbyva ukazat, ze (a) a (b) jsou ekvivalentni. Mame nasledujici
posloupnost ekvivalentnich tvrzeni (nasledujici slajd):



Diikaz (pokracovani).

vektory ai,...,an jsou linedrné nezavislé

(a)

rovnice xja; + - - - + xpam = 0 ma pouze

trividlni feseni (tj. feSeni x; = - -+ = xp, = 0)
X1
rovnice { ai ... apy } : = 0 ma pouze
<~ ’
—A Xm
trividlni feseni (tj. feSeni x; = - -+ = xp = 0)
homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze
<~

trividlni feseni (tj. FeSeni x = 0).

(b)

Tim jsme dokazali, Ze (a) a (b) jsou ekvivalentni. O



Necht F je téleso, a necht a;,...,a, (m > 1) jsou vektory v F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

@ vektory aj,...,an, jsou linedrné nezavislé;

@ homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feSeni (tj. FeSeni

x=0);
@ rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou hodnost).

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,... v, € V
a necht aq,...,a, € F\ {0}. Pak je mnozina {vi,..., vk} linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz je mnozina {aqvi, ..., axvk} linedrné
nezavisla.

Dikaz. Vyplyva z definice linedrni nezavislosti (detaily: zkuste
sami). O



Konecéna baze (nebo jenom bdze) vektorového prostoru V' nad
télesem F je mnozina {v1,..., vk} vektorii z V, kterd spliiuje
nasledujici dvé podminky:

@ mnozina {vi,..., v} je linedrné nezavisla ve V;

@ mnozina {vi,..., vk} generuje V, tj. Span(vy,...,vk) =

V.




Necht I je téleso. Pak je kanonicka baze £, = {ef,... e}
opravdu (tj. ve smyslu definice) bazi F".

Il

Necht I je téleso. Pak je

R

bazi F3*2.

o O O
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UvaZzujme trividlni vektorovy prostor {0} nad télesem F. Pak je ()
bazi {0}.




Konecna baze (nebo jenom baze) vektorového prostoru V nad
télesem F je mnozina {v1,..., vk} vektorli z V, kterd spliuje
nasledujici dvé podminky:

@ mnozina {vi,..., v} je linedrné nezavisla ve V;

@ mnozina {v1,...,vi} generuje V, tj. Span(vy,...,vx) = V.

Vektorovy prostor je kone¢nédimenzionaini (nebo je konecné
generovany, nebo ma konecnou dimenzi), ma-li kone¢nou bazi.
Vektorovy prostor, ktery zadnou konecnou bazi nem3, je
nekonec¢nédimenzionalni (nebo je nekonecné generovany, nebo ma

nekonecnou dimenzi)

@ Znaceni: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.
o Je-li V kone¢nédimenzionalni, znacime to dim(V) < oc.
o Je-li V nekoneénédimenzionalni, zna¢ime to dim(V) = oo.



Necht T je téleso. Pak je Pr nekonecnédimenzionalni. Na druhou
stranu, pro kazdé celé ¢islo n > 0, {1,x,...,x"} je baze P, a tedy
je Py konecnédimenzionalni.

Diikaz (néstin). Je ,zfejmé"” ze {1,x,...,x"} je baze P} (pro
kazdé celé &islo n > 0).

Zbyva dokazat, ze Py je nekoneénédimenziondlni. Stadi ukazat, Ze
z4adna kone¢nd mnozina polynomi v Pr negeneruje Pr (a tedy Pp
nema koneénou bazi).

Necht P = {pi1(x),..., pk(x)} je libovolna kone¢nd mnoZina
polynom( v Pp. Pak existuje d € N t.z.
deg(p1(x)), ..., deg(pk(x)) < d, a tedy x9*1 ¢ Span(P).

Plyne, Ze zddna kone¢na mnozina polynomi v Pr negeneruje Pr, a
tedy Pr neméa konecnou bazi. [



Necht T je téleso. Pak je Pr nekonecnédimenzionalni. Na druhou
stranu, pro kazdé celé &islo n > 0, {1,x,...,x"} je baze P, a tedy
je Py konecnédimenzionalni.

@ Dle Tvrzeni 3 vskutku existuji vektorové prostory, které nemaji
kone¢nou bazi (a tedy jsou nekone¢nédimenziondlni).
o Lze také definovat nekoneCnou bazi, ale je to technicky
naroCnéjsi a definici zde neuvadime.
o Pro struénou diskusi viz skripta (Penev, oddil 3.2.7 -
nepovinnd Cetba).



@ Pro specidlni ptipad vektorového prostoru F” (kde F je
téleso), mame nasledujici tvrzeni.

Necht F je téleso a necht ay,...,a, (m > 1) jsou vektory z F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pakje {a1,...,an} baze F” pravé
tehdy, kdyz rank(A) = n = m (tj. kdyz A je ¢tvercova matice plné
hodnosti). Zejména kazda baze vektorového prostoru F” obsahuje
pravé n vektord.

Diikaz. Dle Tvrzeni 10 jsou vektory ay, ..., an linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz rank(A) = m.

Dle Tvrzeni 7 vektory a1, ..., a,, generuji F" pravé tehdy, kdyz
rank(A) = n.

Tedy je {a1,...,an} baze F" pravé tehdy, kdyz
rank(A) = m=n. 0O



Necht F je téleso a necht ay,...,a, (m > 1) jsou vektory z F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pakje {a1,...,an} baze F" pravé
tehdy, kdyz rank(A) = n = m (tj. kdyz A je ¢tvercovd matice plné
hodnosti). Zejména kazda baze vektorového prostoru F" obsahuje
pravé n vektord.

@ Poznamka: Necht I je téleso.
e Dle Véty o regularnich maticich jsou Ctvercové matice plné
hodnosti pravé reguldrni matice.

o Tedy Tvrzeni 4 dava dalsi kritérium regularity: matice v F"*"
je regularni pravé tehdy, kdyz jeji sloupce tvofi bazi
vektorového prostoru F".

o Dle Tvrzeni 4 kazda baze F" obsahuje pravé n vektord.

o Pozdéji uvidime, ze je-li V libovolny konec¢nédimenzionalni
vektorovy prostor, pak maji vSechny baze prostoru V' stejny
pocet vektordl.

@ Abychom to dokazali, musime rozvinout dalsi teorii!



@ PYipomenuti:

Tvrzeni 9 z Prednasky ¢.7

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,... v, € V
aa,..., o € F\{0}. Pak plati
Span(vi,...,vk) = Span(aivi,...,QkVk).

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,..., v, € V
a necht a1, ...,ax € F\ {0}. Pak je mnozina {vi,..., vk} linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz je mnozina {aivy, ..., axvy} linedrné
nezavisla.

(Tveenis
Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,... vy € V
a necht ag,...,ax € F\ {0}. Pak je mnozina {vi,...,vx} bazi V
pravé tehdy, kdyz je mnozina {aivi,...,axvk} bazi V.

Diikaz. VVynechéan. (Zkuste samil)



@ Nase nasledujici véta ¥ika, Zze konec¢nd mnozina vektord je bazi
vektorového prostoru V' pravé tehdy, kdyz kazdy vektor z V
Ize vyjad¥it jako linedrni kombinaci téchto vektor(i pravé
jednim zpisobem.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, a necht
Vi,...,V, € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {vi,...,vn} je bazi V;
(i) Wwe VIlag,...,a, € Ft.z.v=aqvi + - - + apv,.

Dikaz. Predpokladejme, ze plati (i); je treba ukazat, ze plati (ii).
Necht v € V. Musime dokézat, Ze existuji jediné skalary
al,...,an €F tz. v=oaqvi + -+ ayv,.

Jelikoz je mnozina {v1,...,v,} bazi V, a tedy generuje V, vime,
ze kazdy vektor z V' Ize vyjadfrit jako linedrni kombinaci vektori
Vi,...,Vn. Tim je dokdzana existence.



Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, a necht
Vi,...,Vp € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {vi,...,vn} je bazi V;
(i) We VIlag,...,ap e Ftz. v=aqvi + -+ + apV,.

Dikaz (pokracovani). Zbyva ukazat jedine¢nost. Necht
1y ...y Qny P1,. .., Bn € F jsou skalary t.z.

V=aqivi+- -+ apv, a v=_/01vi+ -+ ByVp.
Tedy plati aiyvy + -+ -+ apv, = B1vi + - - -+ Bpva, z Cehoz plyne, ze
(01 — Vit -+ (G — Bulva = O.

Jelikoz je mnoZina {v1,...,v,} linedrné nezavisla (protoze je bazi

V), plyne, ze a1 — 1 = -+ = o, — B = 0. Tedy
a1 = P1,...,0n = Pn. Tim je dokdzana jedineCnost, a tedy i (ii).



Necht V je vektorovy prostor nad télesem [, a necht
Vi,...,Vp € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {vi,...,vn} je bazi V;
(i) We VIlayg,...,ap e Ftz. v=aqvi + - + apv,.

Diikaz (pokracovani). Piedpokladejme nyni, Ze plati (ii); musime
ukazat, ze plati (i).

Dle (ii) je kazdy vektor z V linearni kombinaci vektord v, ..., v,
a tedy mnozina {vy,...,v,} generuje V.

Zbyva ukazat, ze mnozina {vi,...,v,} je linedrné nezavisla. Je
zfejmé, ze rovnice aivi + - - + a,v, = 0 mé feseni, a to

a1 = -+ = a, = 0; dle (ii) je toto feseni jediné, a tedy plyne, ze
mnozina {vi,...,V,} je linedrné nezavisla. Tim jsme

dokazali (i). O



Konecna baze (nebo jenom baze) vektorového prostoru V' nad
télesem I je mnozina {v1,...,vx} vektord z V, kterd spliuje
nasledujici dvé podminky:

@ mnozina {v1,...,vk} je linedrné nezavisla ve V;

@ mnozina {vi,..., vk} generuje V, tj. Span(vy,...,vk) = V.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F, a necht
Vi,...,Vp € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {v1,...,vn} je bazi V;
(i) Wwe VIlay,...,ap e Ftz. v=aqvi + - - + anpv,.




e Poznamka/Znaceni: Véta 6 je jednim z hlavnich divodd,
pro¢ nas zajimaji baze.
o Necht B = {bl,...

V nad télesem F.
e Pak podle Véty 6 mizeme kazdému vektoru v € V priradit

,b,} (n>1) je baze vektorového prostoru

jednoznacny vektor
a1

[V}B =

v F" takovy, ze v = ayb; + - - - + a,b,; vektor [ v se

nazyva soufadnicovy vektor vektoru v vzhledem k bazi .
o Tedy je V v urcitém smyslu ,ekvivalentni* s F”.
@ Technicky termin je ,isomorfni*: V je isomorfni s F".
o Formalnéji to probereme pozdéji (za nékolik tydni).



Necht T je téleso.

@ UvaZujme kanonickou bazi £, = {ej,...,e,} vektorového
prostoru F”. Pak pro kazdy vektor x € F" plati | x ]gn =x.?

@ Uvazujme bazi B := {1, x,...,x"} vektorového prostoru Pg.
Pak pro kazdé p(x) = apx" + -+ aix + ag z Pp (kde
an,...,a1, a0 € F), plati [ p(x) ]B: [a a1 ... a, }T.

“Vskutku, pro kazdy vektor x = [ X1 ... Xn }T plati
X = xie1 + - - - + xp€,, a tedy [ X ]En = [ X1 ... Xp }T:x.

@ Poznamka: Kdyz pracujeme se souradnicovymi vektory,
vzdycky musime specifikovat bazi, vzhledem k niz ty
soutadnicové vektory pocitame.

e Soufadnicové vektory stejného vektoru, ale vzhledem k riznym
bazim, mohou byt riizné.



Necht B = {bi,...,b,} (n > 1) je baze vektorového prostoru V

nad télesem F. Pak Vi € {1,...,n} plati [ b; ], =e/.
Dikaz. Necht i € {1,..., n}. Pak plati
b; = Oby+---40bj_; + 1b; +0b;;1 + ---+0b,

a tedy

"0

0
[bi] = | 1] «itaslorka
B
U




@ Poznamky: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.
o Striktné vzato, (kone¢nd) baze neni mnozina, ale (uspofadana)
posloupnost vektor(i, ackoli se Casto pouzivaji slozené zavorky
o Tedy kvili rozdilnému pofadi nasledujici baze vektorového
prostoru R® nejsou stejné:

QLD LD

o Obé mnoziny (presnéji: usporadané posloupnosti) jsou baze
3 . 3 ) 111 111
R?, protoze Ctvercové matice 0o 1 1 a 1 1 0
0o 0 1 0 1 0
maji plnou hodnost (tj. rank = 3).
o Poradi je dilezité pravé kvili soufadnicovym vektoriim.



@ Poznamky: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.

o V kontextu linedrné (ne)zavislych mnozin a mnozin generujicich
vektorové (pod)prostory také budeme predpokladat, Ze nase
mnoziny jsou ve skutecnosti usporfaddané posloupnosti vektor(.

o Zadna linearné nezavisla mnozina (a tedy 7adné baze)
neobsahuje vice nez jednu kopii stejného vektoru.

o Vskutku, je-li vi,...,v, posloupnost vektor(, kterd obsahuje
vice kopii stejného vektoru, napf. v; = v; pro néjaké i # j, pak
pro

o «; =1,

o o = *1,

o ax =0Vke{1,....,n}\ {i,j},
plati ayvy + - 4+ a,v, = 0, tedy vektory vi,...,v, nejsou
linedrné nezavislé, neboli mnozina {vy,...,v,} nenf linedrné

nezavisla.



@ Poznamky: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.
o Je zfejmé, Ze kazda podmnoZina linedrné nezavislé mnoziny je
linedrné nezavisla.
o Mnozina {0} je linedrné zavisla, protoze 10 = 0.
o Tedy kazdd mnozina, kterd obsahuje 0, je linedrné zavisla.



Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht

ai,...,ax € V. Pak platfi:

@ vektory az,...,ak jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz
neexistuje i € {1,..., k} t.z. a; je linedrni kombinaci vektord
al,...,dj—1,dj+1,...,dk,

@ Vie{l,..., k}: je-li aj linedrni kombinaci vektor
ai,...,aj_1,aj+1,...,ak, pak plati
Span(ay,...,ax) = Span(ai,...,aj-1,@j+1, - -, ak)-

o Dokazeme (b). Zkuste dokazat (a) sami nebo se podivejte do
skript (Penev - Proposition 3.2.11).



Necht V je vektorovy prostor nad télesem F a necht
ai,...,ax € V. Pak plati:
@ Vied{l,..., k}: je-li aj linedrni kombinaci vektori
ai,...,aj_1,aj+1,--.,ak, pak plati
Span(al, 5oy ak) = Span(al, 5 0 0 5 Cliilg Gl g o o ,ak).

Diikaz. Predpokladejme, Ze a; je linearni kombinaci vektor(

ai,...,aj-1,aj41,...,a pro néjaké i € {1,..., k}. Pak existuji
skalary aq, ..., a1, 441,..., 0 € F t.2.
aj = may+ -+ oj—1a-1 + jp1ai41 + -0+ ogag.
Je zfejmé, Zze Span(ay,...,ax) 2 Span(ay,...,aj—1,ai+1, ..., ak).
Je treba dokazat, ze
Span(al, cony ak) - Span(al, e, @i—1,A 41, - - ,ak). Necht
v € Span(ay, ...,ax). Je tfeba dokazat, ze
v € Span(ay,...,aj_1,@j4+1,.-.,ak), tj. Zze v je linedrni kombinaci

vektortl @y, ...,aj_1,@j41,-.-,ak-



Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht
ai,...,ax € V. Pak plati:

@ Vie{l,..., k}: jeli aj linedrni kombinaci vektorl

ai,...,aj_1,aj+1,...,ak, pak plati
Span(al, 0cog ak) = Span(al, e, @i—1,Aj41, - - - ,ak).
Dikaz (pokracovani). Jelikoz v € Span(ay, ..., ax), existuji skalary

B1,...,0k €F t.z. v=pia; + - + Brak. Pak plati:

v = piay+ -+ Biciai-1 + fiai + Bipiaipr + - - 4 Brak

pra; + -+ Biciai1+
+Bi(arar + -+ + aj—1@i-1 + @jp1@i1 + -+ akag)
+Bir1aip1 + - -+ Brag

= (14 Biav)ar + -+ (Bic1 + Bicvim1)ai—1+
+(Bip1 + Bicvisr)aigr + - - + (B + Biaw)ak,

tj. v je linedrni kombinaci vektorl ay,...,a;—_1,a;+1,...,ax. [



Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht

ag, ..

Q

.,ax € V. Pak plati:

vektory ai, ..., ax jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz
neexistuje i € {1,..., k} t.z. a; je linedrni kombinaci vektorti
A, ..., Aj—1,Aj41,--.,dk,

@ Vie{l,..., k}: jeli aj linedrni kombinaci vektord

ai,...,aj_1,aj+1,.--,ak, pak plati
Span(al, ocoy ak) = Span(al, 5005 @)=l ElfTlg o o c ,ak).




Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht B C V je
kone¢nd mnozina, kterd generuje V. Pak 3B’ C B t.z. B’ je
baze V.

Diikaz. Necht B' = {by,...,bx} je mnoZina vektori t.z.

e B'C B;

e Span(B') =V,

@ pti vySe uvedenych podminkdch ma B’ minimalni moZnou

mohutnost (kardinalitu).

(Existence B’ plyne ze skutecnosti, ze B C B a Span(B) = V.)
Tvrdime, Ze B’ je baze V. Sta&i dokazat, Ze mnozina B’ je linedrné
nezavisla. Pfedpokladejme pro spor, Zze B’ je linedrné zavisla. Pak
podle Tvrzeni 8(a) 3i € {1,..., k} t.z. b; je linedrni kombinaci
vektord by, ...,bj_1,bjy1,...,bk. Nyni z Tvrzeni 8(b) plyne, ze
Span(by,...,bj—1,b;iy1,...,bx) = Span(by, ..., by) =
Span(B') = V/, cozZ je v rozporu s minimalitou B’. [J



@ Steinitzovo lemma o vyméné a dimenze vektorového prostoru

@ Pro dany konecnédimenzionalni vektorovy prostor V' nad
télesem ' budeme chtit prozkoumat vztah mezi mohutnostmi
(kardinalitami):

o linedrné nezavislych mnozin vektort ve V,
e mnozin vektord generujicich V/,
e bazi V.
o Konkrétné dokazeme, ze:
e vSechny baze V maji stejny pocet vektor(i, pricemz ten pocet
vektorl nazveme ,dimenzi V", coz znalime dim(V/);
o plati (neforméalné):
llin. nezavisla mnozina] < dim(V) < |mnozina generujici V|
pricemz jsou naSe linedrné nezavisld mnozina a mnozina
generujici V' libovolné.

@ Tyto vysledky dostaneme pomoci ,Steinitzova lemmatu o

vyméné”.
o Nejdfive uvedeme Steinitzovo lemma o vyméné, potom ho

pouzijeme, abychom dokazali vySe uvedené disledky, a
nakonec Steinitzovo lemma o vyméné dokazeme.



Steinitzovo lemma o vyméné

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, necht
ai,...,ag,by,...,by € V a predpokladejme, ze vektory ay, ..., a,
jsou vzajemné rlizné a zaroven jsou vektory bi,..., b, vzijemné
rizné. Predpokladejme navic, ze A = {a1,...,ax} je linedrné
nezavisla mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje
V. Pak plati kK < ¢ (tj. |A| < |B|). Navic existuje mnozina
B'CB\Atz |B|=|B|—|Al=¢—k a AUB' generuje V.

B’ A B’

o Nejdfiv par poznamek, pak disledky, pak diikaz.



@ Z technickych divodi (abychom ziskali mnozZinu B')
predpoklada Steinitzovo lemma o vyméné, ze mnoziny A a B
neobsahuji Zzadna opakovani prvkd.

e Ve skutecnosti by bylo mozné formulovat a dokazat verzi
Steinitzova lemmatu o vyméné, kterd opakovani dovoluje.
e Ale vedlo by to k docela neprehlednému znaceni.

e Pokud ndm vsak jde pouze o cast ,,|A| < |B|" Steinitzova
lemmatu o vyméné (coz je obvykle to, na éem zélezi), pak
tento predpoklad neni nutny.

@ Predpokladejme totiz, Zze V je vektorovy prostor nad télesem
F, ze A je linedrné nezavisld mnozina vektorli ve V a ze B je
mnozina generujici V (s pfipadnymi opakovanimi).

@ Protoze A je linedrné nezavisla, Zadna opakovani neobsahuje;
mnozina B vSak opakovani obsahovat mize.

@ Pak necht Eje mnozina ziskana z B odstranénim opakujicich
se prvki.

e Mnozina B je stale mnozinou generujici V, a podle
Steinitzova lemmatu o vyméné dostavame |A| < |B| < |B|.



Steinitzovo lemma o vyméné

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, necht
ai,...,ag,b1,...,by € V a predpokladejme, ze vektory ag, ...,
jsou vzajemné rlizné a zaroven jsou vektory bi,..., by vzijemné
rzné. Predpokladejme navic, ze A := {a;,...,a,} je linedrné
nezavisld mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje
V. Pak plati k < ¢ (tj. |A| < |B|). Navic existuje mnozina
B'CB\Atz |B|=|B|—|Al=¢—kaAU B generuje V.

B’ A B’
VVVVVV

lemmatu o vyméné.



Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem F.
Pak vsechny baze V' maji stejny pocet vektord.

Diikaz (za predpokladu Steinitzova lemmatu o vyméné). Pouzijeme
Steinitzovo lemma o vyméné dvakrat.

Necht {uq,...,un} a {vi,...,v,} jsou baze vektorového
prostoru V.

Jelikoz je mnozina {uy,...,uy,} linedrné nezavisla, zatimco
mnozina {vi,...,V,} generuje V, vyplyva ze Steinitzova lemmatu
o vyméné, ze m < n.

Na druhou stranu, jelikoz je mnoZina {vi,...,v,} linedrné
nezdvisla, zatimco mnozina {uy, ..., u,} generuje V, vyplyva ze

Steinitzova lemmatu o vyméné, ze n < m.

Tim jsme ukéazali, ze m=n.



Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem F.
Pak vSechny baze V maji stejny pocet vektord.

\,

Dimenze kone¢nédimenzionalniho vektorového prostoru V' nad
télesem T, kterou znadime dim(V/), je pocet vektorl v libovolné
bazi V.

e Poznamky:
o Vsimnéme si, ze dim({0}) = 0 (kde {0} se chape jako
vektorovy prostor nad libovolnym télesem ), protoze () je baze
{0}.
o Pro libovolné téleso T plati dim(F") = n, protoze kanonicka
baze vektorového prostoru " ma n vektord.

o Ale kanonickd baze neni jedind baze F” (s vyjimkou velmi
specidlnich p¥ipada).



Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem F
a necht n:=dim(V). Pak plati:
@ kazda linearné nezavisla mnozina vektordi v V' ma nejvice

n vektoru;

@ kazdd mnozina vektord, kterd generuje V, ma alespon
n vektord.

Diikaz (za predpokladu Steinitzova lemmatu o vyméné). Necht
B ={b;,...,b,} je bdze V. Pak je B linedrné nezavisla mnozina,
kterd zaroven generuje V.

Podle Steinitzova lemmatu o vyméné je pocet vektor(i v libovolné
linedrné nezavislé mnoziné prostoru V nejvyse roven poctu vektord
v generujici mnoziné B prostoru V/, cozZ je n; tedy plati (a).

Na druhou stranu, podle Steinitzova lemmatu o vyméné je pocet
vektord v libovolné mnoziné, kterd generuje V/, alespon roven
poctu vektorl v linedrné nezavislé mnoziné B; tedy plati (b). O



@ Shrnuti (disledky Steinitzova lemmatu o vyméné):

Necht V je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem F.
Pak vsechny baze V' maji stejny pocet vektord.

Dimenze konecnédimenzionalniho vektorového prostoru V' nad
télesem F, kterou znadime dim(V/), je pocet vektori v libovolné
bazi V.

Necht V' je konecnédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem F
a necht n:=dim(V). Pak plati:
@ kazda linedrné nezavisla mnozina vektor v V ma nejvice

n vektoru;

@ kazda mnozina vektort, kterd generuje V, ma alespon
n vektord.




Steinitzovo lemma o vyméné

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, necht

ai,...,ag, b1, ..., by € V a predpokladejme, ze vektory as, ..., a,
jsou vzajemné rlizné a zaroven jsou vektory bi,..., b, vzijemné
razné. Predpokladdejme navic, ze A := {ay, ..., a,} je linedrné

nezavisld mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje
V. Pak plati k </ (tj. |A| < |BJ). Navic existuje mnozina
B CB\Atz |B|=|B|—|Al=¢—kaAU B’ generuje V.

B’ A B

@ Nyni dokaZme Steinitzovo lemma o vyméné!

e Diikaz postupuje indukci za pouziti nasledujiciho lemmatu (viz
dalsi slajd).




Necht V je vektorovy prostor nad télesem F, necht
ai,...,ag, by, ..., by € V a predpokladejme, ze vektory as, . ..

jsou vzajemné riizné a zaroven jsou vektory by,..., b, vzijemné
razné. Predpokladdejme navic, ze A := {a;,...,a,} je linedrné
nezavisld mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje

V. Pak pro kazdé a € A\ B, existuje b € B\ A t.z.
(B\ {b}) U {a} generuje V.

y Ak

o~
= _

B (B\{b})U{a}




A Dokézeme, ze Va€ A\ B 3be B\ A

y t.z. (B\ {b})U{a} generuje V
//\ —_ =

N SN

B (B\{b}) U {a}

Diikaz. MizZeme predpokladat, ze A Z B, protoze jinak mame
hotovo. Necht a € A\ B. Pak Ji € {1,...,k} t.z. a= a;. Jelikoz
a; € V = Span(B), existuji skalary ai,...,ap € F t.z.

a; = aibi+ -+ ayby.

Tvrzeni. Existuje j € {1,...,0} tZ oj #0abj € B\ A.
Dikaz Tvrzeni. Predpokladejme pro spor, ze pro kazdé
JjeA{L,..., ¢} takové, ze aj # 0, plati bj € BN A C A\ {a;}. Nyni
je a; linedrni kombinaci vektord z mnoziny A\ {a;}, coz je v
rozporu s Tvrzenim 8(a) (protoze je mnoZzina A linedrné
nezavisla). ¢



A Dokédzeme, ze Va € A\ B db e B\ A
Y \ t.z. (B\ {b})U{a} generuje V
B (B\ {b})u{a}

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: a = a; = ayby + - -+ + ayby.
Tvrzeni. Existuje j € {1,...,0} tZ oj#0abj € B\ A

Na zikladé Tvrzeni zafixujeme index j € {1,..., ¢} t.z. aj #0 a

b; € B\ A. Ukazeme, ze (B\ {b;}) U{a;} je mnoZina generujici V
(tim se dikaz lemmatu dokondr).

Jelikoz b; # a;, vidime, ze (B\ {b;})U{a;} = (BU{a;})\ {b;} a
potfebujeme tedy ukazat, Ze mnozina (BU{a;})\ {b;} generuje V.
Jelikoz mnozina B generuje V, mnozina B U {a;} také generuje V.

Vzhledem k Tvrzeni 8(b) nyni staci dokazat, Ze b je linearni
kombinaci vektorti z (BU {a;}) \ {b;}.



A Dokédzeme, ze Va € A\ B db € B\ A

> tz. (B\ {b}) U{a} generuje V
A —

Al SN

B (B\{b}) U {a}

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: a = a; = ai;by + - - - + ayby;
aj #0, bj € B\ A. Je tteba dokazat, Ze b; je linedrni kombinaci
vektorti z (BU{a;}) \ {b;}.

Jelikoz a; = a1by + - - - + ayby, vidime, Ze

Oéjbj = aj; — a1b1 — .. Ozj_lbj_l — Oéj+1bj+1 — .. Ongg.

0y , . , -1 v
Jelikoz aj # 0, ma «; inverzni prvek o; ", a plyne, ze

S -1 -1, b
b; a;aj —q; albl—...—aj aj_1bj_1—

1 —
— Oéj Oé_,'+1bj+1 — .. aj Ongg.

Tedy je b; skutecné linearni kombinaci vektorl z
(Bud{ai}) \ {bj}, ¢imz je diikaz ukoncen. O



Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, necht
ai,...,ag, by, ..., by € V a predpokladejme, ze vektory ay, ..
jsou vzajemné rlizné a zaroven jsou vektory bi,..., b, vzijemné
rizné. Predpokladejme navic, ze A := {a;,...,a,} je linedrné
nezavisld mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje
V. Pak pro kazdé a € A\ B, existuje b € B\ A t.Z.

(B\ {b}) U {a} generuje V.

- V%

A

Q,

~
= .

B (B\{b})U{a}

@ Steinitzovo lemma o vyméné lze dokazat opakovanym
pouzitim Lemmatu 12 (technicky jde o indukci).

o Formdlni diikaz je uveden ve skriptech (Penev - oddil 3.2.4).
o Zde uvedeme nastin dikazu.




Steinitzovo lemma o vyméné

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F, necht
ai,...,ag, by, ..., by € V a predpokladejme, ze vektory as, . ..
jsou vzajemné riizné a zaroven jsou vektory by,..., b, vzijemné
rizné. Predpokladdejme navic, ze A := {a;,...,a,} je linedrné
nezavisld mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje
V. Pak plati kK < ¢ (tj. |A| < |B|). Navic existuje mnozina
B'CB\Atz |B|=|B|—|Al=¢—k aAUB' generuje V.

» Ak




B A B’

Dikaz (nastin). Pomoci Lemmatu 12 , pfihodime” vektory z A\ B
do B jeden po druhém a v kazdém kroku zaroven ,odstranime”
jeden vektor z B\ A z B.

A

—T
—_—-

Podle Lemmatu 12 ve kazdém kroku mnozina, kterou dostaneme,
stale generuje V. Na konci dostaneme mnozinu, kterd generuje V/,
obsahuje A jako podmnoZinu a zaroven ma stejny pocet vektori

jako B. B’ je mnozina vSech vektordi z mnoziny B\ A, které jsme

,neodstranili” z B. (I




Steinitzovo lemma o vyméné

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F, necht
ai,...,ag, by, ..., by € V a predpokladejme, ze vektory as, . ..
jsou vzajemné riizné a zaroven jsou vektory by,..., b, vzijemné
rizné. Predpokladdejme navic, ze A := {a;,...,a,} je linedrné
nezavisld mnozina, zatimco mnozina B := {by, ..., by} generuje
V. Pak plati kK < ¢ (tj. |A| < |B|). Navic existuje mnozina
B'CB\Atz |B|=|B|—|Al=¢—k aAUB' generuje V.

» Ak




