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@ Tato prednaska ma dvé Casti:

o Télesa
o Vektorové prostory (¢ast 1)



Q Télesa
@ Pripomenuti:

Grupa je usporadana dvojice (G, o), kde G je mnozina a o je binarni
operace na G (tj. o : G X G — G), splfiujici nasledujici axiomy:
@ operace o je asociativni, tj. Va,b,c € G: ao(boc) = (aob)oc;
@ existuje prvek e € G, ktery nazyvadme neutralnim prvkem (G, o), t.z.
Vac G:eoa=aAN aoe=a;
© Va € G existuje prvek a’ € G, ktery nazyvame inverznim prvkem
ka tz aoca=eANdoa=e.
Abelova grupa (nebo abelovska grupa) je grupa (G, o), ktera spliuje dalsi
axiom:
© operace o je komutativni, tj. Va,b € G: aob = bo a.
Neabelovska grupa je grupa, ktera neni abelovska.

e Pfipomenuti:
o Kazda grupa ma jediny neutralni prvek.
o Kazdy prvek ve grupé ma jediny inverzni prvek.



Téleso je uspofadani trojice (F,+,-), kde F je mnozina, zatimco + a -
jsou binarni operace na mnoziné F (tj. funkce z F x F do FF), které
nazyvame scitanim a nasobenim respektive, spliujici nasledujici axiomy:

(2]

s¢itani a nasobeni jsou asociativni, tj.
Va,b,ceF:a+(b+c)=(a+b)+cAha-(b-c)=(a-b) c;
sCitani a nasobeni jsou komutativni, tj.
Va,beF.:a+b=b+aANa-b=b-a

existuji razné prvky Op, 1p € IF takové, ze Va € F: a4+ 0p = a A
a- 1lp = a; Op nazyvame neutralnim prvkem pro scitani a

1p nazyvame neutralnim prvkem pro nasobent;

Va € I existuje prvek v I, ktery znacime —a a nazyvame opacnym
prvkem k a, tj. a+ (—a) = Op;

Va € F\ {Or} existuje prvek v I, ktery zna¢ime a—!

inverznim prvkem k a, tj. a-a~*

a nazyvame
= 1p;

nasobeni je distributivni vzhledem k séitani, tj. Va, b, c € F:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c).




Nasledujici struktury jsou télesa:

Q (Q,+,); Q@ (R,+,-); Q@ (C,+,).

@ Poznamka: Dalsi nekonelna télesa existuji, ale priklady
uvadét nebudeme.

Pozor: (Z,+, ) neni téleso, protoze prvky Z \ {—1,0,1}
nemaji inverzni prvky.

@ Za chvili ovétime, ze (Zp,+, -) je téleso pro kazdé prvocislo p.

Terminologie/Znaceni:
e Jsou-li operace + a - jasné z kontextu, fikdme pouze
“téleso F” namisto “téleso (F,+,-)".
e Pro a, b € TF obvykle piSeme:
@ ab namisto a- b,
@ a— b namisto a+ (—b).
e Jako obvykle, pokud zavorky neurcuji jinak, provadime nejprve
nasobeni a teprve potom scitani. Tedy pro a, b, c € F piSeme:
@ ab+ c namisto (a- b) + ¢,
@ a+ bc namisto a+ (b - ¢c).



@ Poznamka: Necht F je téleso.

e Z axiom0 2 a 3 plyne, Ze kazdé téleso ma pravé jeden
neutralni prvek pro scitani a pravé jeden neutralni prvek pro
nasobeni.

o Vskutku, jsou-li 0 a 0’ neutralni prvky pro s&itani, pak plati

0 = 0+0 protoze 0’ je neutrdIni prvek pro séitini
0'+0 protoze + je komutativni (dle axiomu 2)
= 0 protoze 0 je neutralni prvek pro scitani.

e Podobné plati pro neutralni prvek pro nasobeni.

@ Je-li IF jasné z kontextu, piSeme prosté 0 a 1 namisto Oy a 1y
respektive.



Necht T je téleso. Pak plati:

@ Vael:0a=a0=0;

@ Va,beF:ab=0= (a=0V b=0);
@ VaePF:(-1)a=-a?

“Toto tvrzeni si zaslouzi vysvétleni. Zde je —a opacny prvek k a. Naproti
tomu (—1)a je souéin —1 (opaéného prvku k neutrdlnimu prvku pro nésobeni)
a a. Proto —a nenf jen zkratka pro (—1)a. Oba vyrazy jsou si rovny, ale
musime to dokazat!

o Dikaz: za chvili!

o Nejdfive par poznamek.



e Poznamky: Necht (F,+,-) je téleso, a necht O a 1f jsou
neutralni prvky pro s€itani a nasobeni v tomto télese.
@ Dle axiomd 1-4 je (T, +) Abelova grupa s neutralnim
prvkem Op.

e Pro a € I, opacny prvek k a v télese (F, +,-) je pravé inverzni
prvek k a v grupé (F, +).

o Jelikoz kazdy prvek v grupé ma jediny inverzni prvek, plyne,
ze kazdy prvek a € F ma jediny opacny prvek —a.

@ Dle axiomi 1-3 a 5 je (F\ {0}, ) Abelova grupa s neutrdlnim
prvkem 1p.

o Pro acF\ {Or}, inverzni prvek k a v télese IF je pravé
inverzni prvek k a v grupé (F \ {Or}, ), ale s jednim
potencialnim problémem...

o Musime ovéfit, ze Or neni inverzni prvek k zddnému prvku v
F\ {Or}!

o Plyne to z toho, Ze pro kazdé a € F \ {Or} plati
Ora = a0 = O # 1p, a tedy Or neni inverzni prvek k a.

© Dle axiomil 2 a 6, pro kazdé a, b, c € T plati:
e a(b+c¢) "% ab + ac;

ax. 2 ax. 6. . 2.

o (b+c)a™ = a(b+c)™=" ab+ac ™= ba+ ca.



Necht T je téleso. Pak plati:

@ VaclF:0a=a0=0;

@ Va,beF:ab=0= (a=0V b=0);
@ VaeF:(-1l)a=—-a?

“Toto tvrzeni si zaslouzi vysvétleni. Zde je —a opacény prvek k a. Naproti
tomu (—1)a je soudin —1 (opa&ného prvku k neutrdlnimu prvku pro nisobenf)
a a. Proto —a nenf jen zkratka pro (—1)a. Oba vyrazy jsou si rovny, ale
musime to dokazat!

Diikaz. (a) Necht a € F. Jelikoz je nasobeni v télese [F
komutativni, plati 0a = a0. Tedy staci dokazat, ze a0 = 0.
Vsimnéme si, ze

ax. 3 ax

a0 "=" a(0+0) <% 20 + a0.

Tim je ukéazano, ze plati a0 = a0 + a0, a tedy (viz pristi slajd):



Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: a0 = a0 + a0.

0 = —(a0)+ a0

= —(a0) + (a0 + a0)

= (—(a0) + a0) + a0

= 04 a0

= a0

Tedy a0 = 0. Tim je ukazano (a).

protoze je —(a0)
opacny prvek k a0

protoze a0 = a0 + a0
(dokazano vyse)

protoze je + asociativni

protoze je —(a0)
opacny prvek k a0

protoze je 0 neutralni
prvek pro scitani télesa .



Necht T je téleso. Pak plati:

@ Vael:0a=a0=0;

@ Va,beF:ab=0= (a=0V b=0);
@ VaeF:(-1l)a=—-a?

“Toto tvrzeni si zaslouzi vysvétleni. Zde je —a opacény prvek k a. Naproti
tomu (—1)a je soudin —1 (opaéného prvku k neutrdlnimu prvku pro nisobenf)
a a. Proto —a nenf jen zkratka pro (—1)a. Oba vyrazy jsou si rovny, ale
musime to dokazat!

Dikaz (pokracovani). (b) Necht a, b € F jsou takové, ze ab = 0.
Je treba ukazat, ze a = 0 nebo b = 0. Mizeme predpokladat, ze
b # 0, protoze jinak mame hotovo. Nyni ma b inverzni prvek b1,
a tedy platf:

—
~

a = a1 = a(bpl) = (ab)pt = 0pt E 0
=1 =0

Tim jsme dokazali (b).



Diikaz (pokracovani). (c). Necht a € F. Je tfeba ukazat, ze

(—1)a = —a. Nejprve si vS§imnéme, ze
0@ 0a = 1-1)a = lat(-1a = at(-1)a
a tedy

protoze 0 je neutralni prvek
—-a = —a+o0 ves vy
pro séitani v télese F

protoze 0 = a+ (—1)a

= —a+(a+(-1)a) (dokazéno vyse)

= (rata)+(-1)a protoze je + asociativni

= _ protoze je —a opacny

= 0r(=ha prvek k a

= (-1)a protoze 0 je neutrdlni prvek

pro séitani v télese F

Tim je ukédzano (c). O



Necht T je téleso. Pak plati:

@ VaelF:0a=a0=0;

@ Va,beF:ab=0= (a=0V b=0);
@ VaeF:(-1l)a=-a?

“Toto tvrzenf si zaslouZi vysvétleni. Zde je —a opaény prvek k a. Naproti
tomu (—1)a je soudin —1 (opa¢ného prvku k neutrdlnimu prvku pro nisobenf)
a a. Proto —a nenf jen zkratka pro (—1)a. Oba vyrazy jsou si rovny, ale
musime to dokazat!




@ Nyni uvazujme konec¢na télesa.
e Jak uvidime, Z, je téleso pro kazdé prvocislo p.

o Na druhou stranu, pokud n € N neni prvocislo, pak (Z,, +, -)
neni téleso.

@ Pripomenme si Malou Fermatovu vétu.

Malad Fermatova véta

Pro kazdé prvotislo p € N a kazdé a € Z, \ {0}, plati a?~! = 1.

(Zp,+,-) je téleso pro kazdé prvocislo p.

Diikaz. Je ziejmé, ze (Zp,+, ) spliiuje axiomy 1-4 a 5. Zbyva
dokazat, ze (Zp,+, ) spliiuje axiom 5. Necht a € Z,, \ {0}. Dle
Malé Fermatovy véty plati a- aP~2 = aP~1 =1, a tedy je aP~2
inverzni prvek k a. [J



Mala Fermatova véta

Pro kazdé prvotislo p € N a kazdé a € Z,, \ {0}, plati a1 = 1.

e Poznamka: Pokud n € N neni prvodislo, pak (Zp,+, ) neni
téleso.

@ Vskutku:

@ Pro n=1maZ, =Z; pouze jeden prvek, zatimco kazdé
téleso ma alespon dva rizné prvky (a to 0 a 1).
@ Predpokladejme nyni, ze n € N je slozené &islo, a tedy n = pq
pro néjaka cela cisla p, g > 2.
e Pak plati [p]s[g]» = [pqls = [n]» = 0.
o Kdyby (Zn,+,-) bylo téleso, pak by z Tvrzeni 1(b) plynulo, Ze
[p]» = 0 nebo [g], =0, a tedy p =0 (mod n) nebo g =0
(mod n), tj. n| p nebo n | q, cozZ je spor.



Necht n > 2 je celé Cislo. Pak existuje téleso o velikosti n pravé
tehdy, kdyz je n mocninou prvocisla.? Dale, je-li n mocninou
prvodisla, pak az na ,isomorfismus* (tj. az na prejmenovani{
operaci a prvki télesa) existuje pravé jedno téleso o velikosti n, a
to se zna&i F,.P

2,n je mocninou prvodéisla® znamen3, Ze existuje prvoéislo p a kladné celé

&islo m takové, ze n = p™.

bTechnicky jde o t&leso (F,,+, ), ale obvykle pifeme prosté I,

Dikaz. VVynechan.

e Poznamka: Pro prvocislo p plati Fp, = Zp,.
e Na druhou stranu, pro n = p™, kde p je prvoclisloa m > 2 je
celé &islo, F,, # Z, (protoze F, je téleso, zatimco Z, neni
téleso).



o Necht FF je t&leso. Pro a € F \ {0} ob&as pieme 1 namisto
a1 (inverzni prvek k a v télese IF).
o Napt. v Z3 mame % =1"1=1a % =271 =2 (protoze v Z3
plati2-2=1).
@ Podobné& pro a,b € F t.z. b # 0, oblas pifeme 7 namisto
b la.
o Nap¥. v Zs mame 371 = 2 (protoze 3 -2 = 1), a tedy
$=314=2.4=3
@ Obcas je pohodIné pouzivat znaceni

° -1

namisto a—*, nebo
o 2 namisto b™'a.
@ Ovsem, kdyz pracujeme nad konecnym télesem jako napf. Z,
(pro prvocislo p), nas koneény vysledek nikdy nesmi byt
zlomek a vzdy musime vysledek zjednodusit.



Charakteristika télesa F, znacena char(F), je nejmensi n € N t.z. v
télese IF plati
1+..-4+1 = 0,
n
kde 1 a 0 jsou neutralni prvky pro scitani a pro nasobeni v télese FF.
Pokud takové n neexistuje, pak definujeme char(F) := 0.

@ Télesa Q, R, C maji charakteristiku O.

e Pozor: Existuji nekonecna télesa, kterd maji kladnou
charakteristiku! (Ale pfiklady uvadét nebudeme.)

e Pro kazdé prvocislo p plati char(Z,) = p.

Charakteristika télesa je bud nula, nebo prvocislo.




Charakteristika télesa je bud nula, nebo prvocislo.

Dikaz. Necht F je téleso. Mizeme predpokladat, ze char(F) # 0,
protoze jinak mame hotovo. Tedy char(F) je kladné celé &islo.

Dle definice télesa plati 1 # 0, a proto char(F) > 2.
Predpokladejme nyni, ze char(IF) nenfi prvodislo, a necht p,q > 2

jsou celd &isla t.z. char(F) = pg. Tedy

(Lt 41) (14 41) = 1441 = 0
P q Pq

Jelikoz je TF téleso, plyne z Tvrzeni 1(b), ze alespon jedno z Cisel
1+---+1al+---+1jerovno 0, coz je spor, protoze

p q
0 < p,q < char(F). O



@ Vektorové prostory (¢ast 1)

Necht F je téleso (jehoz prvky budeme nazyvat skaldry), s neutralnimi
prvky O pro scitani a 1 pro nasobeni. Vektorovy prostor nad télesem F je
mnozina V (jejiz prvky budeme nazyvat vektory) s operacemi s¢itani
vektorti + : V x V — V a nasobeni vektoru skalarem - : F x V — V,
spliujici nasledujici axiomy:

© (V,+) je Abelova grupa; neutrdlni prvek grupy (V,+) znalime 0
(,,nulovy vektor™), zatimco inverzni prvek k vektoru v € V' v grupé
(V,+) znaéime —v (,,opaény prvek k vektoru v");

Q VYWeV:lv=y;

Q WeV,aBeF: (a+ B)v=av+ fy;
Q WeV, apeF: (ab)v=apv),

Q VuveV, aeF: a(ut+v)=au+av.




o Terminologie:
e Redlny vektorovy prostor je vektorovy prostor nad télesem R.
e Komplexni vektorovy prostor je vektorovy prostor nad
télesem C.



Necht T je téleso. Pak vSechny néasledujici struktury jsou vektorové
prostory nad F (v kazdém pFipadé jsou s¢itani vektord a nasobeni
skalarem definovany pfirozenym zpisobem):

QO F";

IE‘I‘IXITI.

9 1

© mnozina vsech funkci z F do F;

© mnozina Pr vech polynomd (v jedné proménné, obvykle x) s
koeficienty v télese F;?

e Znaceni: Nékteré ucebnice pouzivaji znaceni F[x] misto P
(kde polynomy jsou v proménné x).

@ pro celé Cislo n > 0, mnozina Py viech polynomil stupné < n

s koeficienty v F.?

?Lze samoziejmé uvazovat i polynomy ve vice proménnych (nap¥. xi, ..., Xk)
s koeficienty v F. Také tato mnozina je vektorovym prostorem nad F.

bZnakeni P2 nenf (ipln& standardni ((ipIn& standardni zna&enf pro tento
vektorovy prostor neexistuje).



e Dalsi priklad (pokud znate matematickou analyzu):

Nasledujici mnoziny jsou realné vektorové prostory (se s¢itanim
vektord a ndsobenim skaldrem definovanymi obvyklym zplisobem):

@ mnozina vsech spojitych funkci z R do R;

@ mnozina vsech diferencovatelnych funkci z R do R.

e Terminologie:
e Prvky libovolného vektorového prostoru nazyvame ,vektory”
(dokonce i v pfipadé, ze ,nevypadaji” jako vektory, tj. kdyz
jsou napf. matice, funkce nebo polynomy).



@ Pro libovolné téleso F mame trividlni vektorovy prostor {0}
nad télesem .

e V tomto vektorovém prostoru jsou sCitani vektori a nasobenf
vektor( skalarem definovany ocividnym zptisobem:

° 0+0=0;
o VaeF: a0 =0.
@ Vektorovy prostor je netrividlni, pokud méa alespon jeden
nenulovy vektor.



Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Pak plati nasledujici
tvrzent:

Yv e V:0v=0;°

Vo € F: a0 = 0;
WweV,aeFav=0= (a =0V v=0)
WweV:(~1l)v=—-vb

©e © 6 0

“Tady je 0 neutrdlni prvek pro s¢itani v télese F, zatimco 0 je nulovy vektor
ve vektorovém prostoru V.

bTady je —1 opa&ny prvek k neutrdlnimu prvku pro nisobeni v télese F, a
zejména je —1 skalar. Tedy (—1)v je soucin skaldru —1 a vektoru v. Na druhou

stranu —v je opacny prvek k vektoru v.
v

Diikaz. Vynechéan (ale jednoduchy).



Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF. Vektorovy podprostor
(nebo prosté podprostor) vektorového prostoru V' je podmnozina

U C V t.z. samotné U je vektorovy prostor nad télesem F, s
operacemi ,prevzatymi” z V.2

?Véimnéme si, Ze musime mit stejné téleso F pro U a V!

@ To znamen4, ze s¢itdme vektory v U stejnym zplsobem jako
ve V, a stejné tak pro nasobeni skalarem.
@ Navic musi mnozina U byt “uzaviena vzhledem k" scitani
vektor(i a nasobeni skalarem, tj. plati:
e Yuj,u; € U:uy +up € U,
eVuc U, aeF: auel,
kde scitani vektorii a nasobeni skaldrem jsou prevzaty z
vektorového prostoru V.




@ Poznamka: Je zrejmé, ze je-li W podprostor U a U
podprostor V/, pak je W podprostor V.
o Neformalné: , Podprostor podprostoru je podprostor.”

Necht V je vektorovy prostor nad télesem . Pak je samotné V
podprostorem vektorového prostoru V/, a zaroven je {0}

podprostorem V.

@ Terminologie: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.
o Trividlni podprostor vektorového prostoru V je podprostor {0}.
e Netrividlni podprostor vektorového prostoru V je podprostor,

ktery ma alespon jeden nenulovy vektor.
e Podprostor U vektorového prostoru V je viastni, pokud U ; V.



Necht n € N a necht I je téleso. Pak je Pp podprostor vektorového
prostoru Pp.

e Dalsi priklad (pokud znate matematickou analyzu):

@ Realny prostor diferencovatelnych funkci z R do R je
podprostorem realného prostoru spojitych funkci z R do R.

@ Realny prostor spojitych funkci z R do R je podprostorem
redlného prostoru vsech funkci z R do R.




Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F a necht U C V. Pak

je U podprostorem V pravé tehdy, kdyz plati:

@ 0cU;y?

@ mnozina U je uzaviena vzhledem k séitani, tj. Yu,v € U:
utvelU;

@ mnozina U je uzaviena vzhledem k nasobeni skalarem, t;j.
Yue U, a €F: aue U.

“Tady je 0 nulovy vektor vektorového prostoru V.

Diikaz. Vynechan.

@ Detaily viz skripta (Penev, Theorem 3.1.7 - nepovinna Cetba)



Necht V je vektorovy prostor nad télesem . Vektor v € V je

linearni kombinaci vektorti uy, ... ,u, € V, pokud existuji skalary
ag,...,a €Ft.z
V = iUy + - -+ QgUg.
Linearni obal mnoziny {ui,...,ux}, znaleny Span({uy,...,ux})
nebo Span(uy, ..., uk), je mnozina vsech linearnich kombinaci
vektorli uy, ..., uy, tj.
Span(ul,...,uk) = {Oéllll S I oA | 2 ’ a1,...,0 € F}.

Dohodou je ,,prazdny soucet” vektorli v V' definovan jako 0
(nulovy vektor),? a tedy Span(()) = {0}.

2, Prazdny soucet” je soucet tvaru aqui + - - - + axuk, kde k =0 (a tedy
nemame zadné u; a Z2adné «;).




e Pred nékolika tydny (v Pfednasce ¢.3) jsme definovali linedrni
obal kone¢né mnoziny vektord v F” (kde IF je téleso).

@ Nyni jsme to zobecnili pro vektory v libovolném vektorovém
prostoru.

o Terminologie: Necht V je vektorovy prostor nad télesem .
Vektory uy,...,ux € V generuji V (nebo mnozina
{u1,...,ux} generuje V), pokud V = Span(uy,. .., ug).

o Vsimnéme si, Ze () generuje trividlni vektorovy prostor {0} nad
télesem F.



Uvazujme vektory e; =[ 1 0 0 ]Taegz[ 0 1 O]TVR3.
X1
Pak plati Span(e;,e2) = {| x | | x1,x € R}. Tedy Span(ey, e;)

je rovina x3xp v R3.

U = Span(ey, e2)

UvaZujme polynomy 1, x, x* v Pr. Pak plati
Span(1,x,x?) = {aax? + a1x + ao | a0, a1, a2 € R} = P2.




o PromaticiA=[a; ... an|vF™" plati
Span(ay, ..., am) = {Ax | x € F™}.

@ Dokazali jsme to v Prednasce €.3, ale tady je diikaz jesté

jednou:
Span(ay,...,an) = {x1a1+---+xmam|x1,...,xmeIF}
X1
= {{al am} Xl,...,XmEIF}
Xm

= {Ax|x€]F’"}.

@ Plyne, ze Vb € F™
b € Span(ay,...,a,) < rovnice Ax = b je YeSitelna.



Necht F je téleso a ay,...,am, (m > 1) jsou vektory v F". PoloZme
A:=[ar ... an |.Pak jsou ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ vektory ay,...,an, generuji F”, tj. Span(ay,...,an) = F";
@ Vb € F” je rovnice Ax = b FeSiteln3;
@ rank(A) = n (tj. A méa plnou Fadkovou hodnost).

Diikaz. Dle Dusledku 9 z Pfednasky ¢.3 jsou (b) a (c) ekvivalentni.

Na druhou stranu, ekvivalence (a) a (b) plyne z toho, ze
Span(ai,...,am) = {Ax|xeF"}.

Vskutku, mame nésledujici posloupnost ekvivalentnich tvrzeni (viz
nasledujici slajd):



Diikaz (pokracovani).

vektory ay,...,a;, generuji F”
(a)

Tedy jsou (a) a (b) ekvivalentni. OJ

!

Span(ai,...,am) =F"
{Ax |x € F"} =F"

Vb € F" Ix € F™
tz. Ax=Db

Vb e F": Ax =Db je
resitelna.

(b)



Necht F je téleso a ay,...,am, (m > 1) jsou vektory v F". PoloZzme
A:=[a1 ... an |.Pak jsou ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ vektory ay,...,an, generuji F”, tj. Span(ay,...,an) = F";
@ Vb € F” je rovnice Ax = b FeSiteln3;
@ rank(A) = n (tj. A ma plnou Fadkovou hodnost).




Véta 8

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F a necht

ui,...,ux € V (k> 0).7 Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ wuy,...,ux €Span(ug,...,uy);

@ Span(uy,...,ug) je podprostorem V;

@ pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V' t.z.
ui,...,ux € U, pak Span(us, ..., uk) je podprostor U;

@ Span(uy,...,ux) je roven priniku vSech podprostori
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., ug.

“Pokud k = 0, pak je mnozina {uy,...,ux} prazdnd, a plati
Span(us,...,ux) = {0}.

@ Dikaz: za chvili! Nejprve poznamka.

e Poznamka: V nékterych ucebnicich je Span(u, ..., ux)
definovan jako priinik vSech podprostorii vektorového
prostoru V/, které obsahuji vektory uy, ..., u.

o Dle Véty 8(d) je tato alternativni definice ekvivalentni nasi
pavodni definici.



Véta 8

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht
ui,...,ux € V (k> 0).? Pak plati nasledujici tvrzeni:

ug,...,ux € Span(uy, ..., uk);
Span(ug, ..., uk) je podprostorem V;

©@ 6 ©

pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V t.z.
ui,...,ux € U, pak Span(ug,...,ux) je podprostor U;

e

Span(uy, ..., uk) je roven priniku vSech podprostori
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., u.

“Pokud k = 0, pak je mnoZina {uy, ..., ux} prazdnd, a platf

Span(ur, ..., ux) = {0}.
Dikaz. Dokazme nejprve (a). Pro kazdy index i € {1,..., k} plati
ui = Oup+---4+0uj—1 + 1u; + Oujj1 + - - - + Ouy,

a tedy u; € Span(ug,...,ux). Tim jsme dokazali (a).



Diikaz (pokracovani). Nyni dokazme (b).

@ Span(uy,...,ux) je podprostorem V

Stadi dokazat, ze Span(uy, ..., ux) spliuje (i), (ii) a (iii) z Véty 6,
tj. Ze plati nasledujici tvrzeni:

@ 0e€ Span(uy,...,uk);

@ Wvi,vs € Span(ug,...,uk): vi +vo € Span(uy, ..., ugk);
@ Vv e Span(uy,...,ux), « € F: av € Span(uy, ..., uk).
(i). 0 =0uy + - - - + Ouy € Span(uy, ..., ug).

(ii). Necht vi, vy € Span(ug, ..., ux). Pak existuji skalary
at, ..., 0k, B1,..., Bk EF tZz. vi = aiu; + - + axug a

Vo = [S1ug + - - - + Brug. Nyni plati

vi+vy = (alul + -+ akuk) + (51U1 + -+ Bkuk)
= (o1 + Br)ur + -+ (ak + Br)u,

a tedy vi + vo € Span(uy,...,ux). Tim jsme dokazali (ii).
Dikaz (iii) je velmi podobny. Tim je dokazano (b).



Dikaz (pokracovani).
Tvrzeni. Pro kaZzdy podprostor U vektorového prostoru V/,
t.Z. uy,...,ux € U, plati Span(uy,...,ux) C U.

Diikaz Tvrzeni. Necht U je libovolny podprostor vektorového
prostoru V, t.z. uy,...,ux € U, je tfeba dokazat, ze
Span(uy,...,ux) C U.

Necht v € Span(uy, ..., uk). Pak existuji skalary ai,...,ax € F
t.z.

V. = iug + -+ ogUg
Jelikoz je U podprostorem V/, U spliuje (ii) a (iii) z Véty 6.
Jelikoz uy, ..., ux € U, plyne z (iii) (z Véty 6), ze
aquy, ..., axu € U; nyni z (i) (z Véty 6) plyne, Ze
ajuy + -+ agug € U, tj. v e U.

Tedy Span(uy,...,ux) C U.



Dikaz (pokracovani).
Tvrzeni. Pro kaZdy podprostor U vektorového prostoru V/,
t.Z. uy,...,ux € U, plati Span(uy,...,ux) C U.
Nyni dokazme (c).
@ pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V t.z.
ug,...,ux € U, pak Span(uy,...,uk) je podprostor U
Necht U je libovolny podprostor vektorového prostoru V t.z.
ug,...,ux € U. Dle Tvrzeni plati Span(uy,...,ux) C U, zatimco
dle (a) je Span(uy,...,uk) podprostorem V. Tedy jsou U a
Span(ug, ..., uk) vektorové prostory, oba prevzaly své operace
(s¢itani vektord a nasobeni skaldrem) z vektorového prostoru V, a
zaroven plati, ze Span(uy,...,ux) C U. Dle definice je tedy
Span(uy, ..., ux) podprostorem U. Tim je dokazano (c).



Diikaz (pokracovani).
Tvrzeni. Pro kaZdy podprostor U vektorového prostoru V/,
t.Z. uy,...,ux € U, plati Span(uy,...,ux) C U.

Zbyva dokazat (d).

@ Span(uy,...,ux) je roven priniku vSech podprostort
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory uy,. .., ux

Necht W je mnozina vSech podprostorii vektorového prostoru V/,
které obsahuji vektory uy, ..., uy, a polozme Wo := ey W. Je
treba dokazat, ze Wy = Span(uy, ..., uk).

Dle (a) a (b) je samotny Span(uy, ..., ux) podprostorem V/,
obsahujicim vektory us, ..., ug, tj. Span(uy,...,ux) € W. Tedy
plati Wo = Nwew W C Span(uy, ..., ug).

Na druhou stranu, dle Tvrzenf plati, ze Span(ug,...,ux) € W pro
kazdé W € W, a tedy Span(uy,...,ux) € Nwew W = Wo.

Tim jsme dokazali, ze Span(uy,...,ux) = Wy, a tedy plati (d). O



Véta 8

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF a necht

ug,...,ux € V (k >0).? Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ wuy,...,ux €Span(uy,...,uk);

@ Span(uy,...,ux) je podprostorem V;

@ pro kazdy podprostor U vektorového prostoru V t.z.
ui,...,ux € U, pak Span(ug,...,ux) je podprostor U;

@ Span(uy,...,ux) je roven priniku vSech podprostori
vektorového prostoru V/, které obsahuji vektory ug, ..., u.

“Pokud k = 0, pak je mnozina {uy, ..., ux} prazdng, a plati
Span(uz,...,ux) = {0}.




Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht v,...,vx € V
aag,...,af €F\{0}. Pak plati
Span(vi,...,vk) = Span(aqvy,...,akVk).

Diikaz. Je treba dokazat nasledujici dvé inkluze:

@ Span(vy,...,vk) C Span(agvy,. .., akVvk);

@ Span(agvi,...,akvk) C Span(vi, ..., vk).

Dokazeme (i); dikaz (ii) je podobnyis similar and is left as an
exercise. Necht v € Span(vy,...,vk). Pak dle definice existuji
skalary B1,...,0¢ € F t.z.

v = [ivi+-+ Brvk
Jelikoz jsou skalary aq, ..., ax nenulové, maji inverzni prvky
a;l, . ,a;l respektive. Nyni plati
v o= Bvit+ B = (Brag)(aava) + -+ (Brog ) (awve),

a tedy v € Span(aivi, ..., akvk). Tim jsme dokazali (i). O



Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,..., v, € V
aai,...,o € F\ {0}. Pak plati
Span(viy,...,vk) = Span(agvi,...,akVk).

@ Poznamka: V Tvrzeni 9 je diilezité, ze jsou skalary a1, ..., ak
nenulové. Bez této podminky by tvrzeni prestalo platit!

o Napt. pro kanonické jednotkové vektory e;, e, z R? plati
Span(e;,e;) = R?, ale

Span(1e1,0e2) = { |: )8 :| | X1 € R},

co? je vlastni podprostor R?.



@ Nyni zkusme sestrojit nové vektorové prostory z téch, které uz
mame.

@ Predpokladejme, Ze jsou dany vektorové prostory U a W nad
télesem .

o Pak lze kartézsky soucin
UxW = {(uyw)|ueU, we W}

prirozenym zpisobem vybavit strukturou vektorového prostoru
nad F.

@ Scitani vektori je definovano predpisem
(ug,wi) + (u2,w2) = (ur +u2,wi +wa),

pro véechny u,up € U a wy,wy € W.
@ Nasobeni skaldrem v U x W (pro skalary z ) je definovano
predpisem
a(u,w) = (ou,aw)

pro véechny a« € F, ue Uawe W.



@ Nulovy vektor ve U x W je vektor

0U><W = (0U7 0W)7

kde Oy a 0y jsou neutrdlni prvky pro s¢itaniv U a W
respektive.

@ Opacny vektor k vektoru (u,w) z U x W je vektor
(_uv _W)v

kde —u (resp. —w) je opalny prvek k u (resp. w) ve
vektorovém prostoru U (resp. W).
@ Nyni lze jednodusSe ovéfit, Ze pro U x W plati vSechny axiomy
z definice vektorového prostoru.
e Prosté vyuzijeme toho, Ze axiomy plati pro U a W.



@ Necht U a W jsou podprostory vektorového prostoru V' nad
télesem .

@ Pomoci Véty 6 Ize jednoduse ovérit, ze UN W a
U+W = {u+wlueclU, we W}

jsou podprostory vektorového prostoru V.

@ Detaily ponechavame jako cviceni.



Necht V je vektorovy prostor nad télesem [F, a necht
Vi,...,Vg € V jsou vektory. Rikime, ze mnozina {v1,... v.} je

linedrné nezavisla, nebo ze vektory vi,...,vy jsou linearné
nezavislé, pokud pro vsechny asy,...,ax € F plati

C!1V1+"'+04ka:0 — a]_:"':akzo.

Jinymi slovy, vektory vi,..., v jsou linedrné nezavislé, pokud
rovnice vy + - - - + axvy, = 0 ma pouze , trividlni Feseni”, tj.
reseni a3 = - -+ = ax = 0. Na druhou stranu, pokud vektory
V1,...,Vk nejsou linedrné nezavislé, pak fikame, Ze jsou linearné

zavislé, nebo ze je mnozina {vi,..., v} linedrné zavisla.

@ Jinymi slovy, vektory vi,..., v jsou linedrné zavislé pravé
tehdy, kdyz existuji skalary ag,...,ax € F, alespon jeden
nenulovy, t.Zz. ajvi + - 4+ axv, = 0.

@ Poznamka: () je linedrné nezavisld mnozina ve kazdém
vektorovém prostoru.



@ Pro specialni pfipad vektorového prostoru F" (kde F je
téleso), mame nasledujici tvrzend.

Necht F je téleso, a necht a;,...,a, (m > 1) jsou vektory v F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentnf:

@ vektory aj,...,an, jsou linedrné nezavislé;

@ homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feSeni (tj. FeSeni
x=0);

@ rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou hodnost).

V.

Diikaz. Dle Dusledku 8 z Pfednasky ¢.3 jsou (b) a (c) ekvivalentni.

Zbyva ukazat, ze (a) a (b) jsou ekvivalentni. Mame nasledujici
posloupnost ekvivalentnich tvrzeni (nasledujici slajd):



Diikaz (pokracovani).

vektory ai,...,an jsou linedrné nezavislé

(a)

rovnice xja; + - - - + xpam = 0 ma pouze

trividlni feseni (tj. feSeni x; = - -+ = xp = 0)
X1
rovnice { a; ... apy } : = 0 ma pouze
<~ ’
—A Xm
trividlni feseni (tj. feSeni x; = - -+ = xp = 0)
homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze
—

trividlni feSeni (tj. FeSeni x = 0).

(b)

Tim jsme dokazali, Ze (a) a (b) jsou ekvivalentni. O



Necht F je téleso, a necht a;,...,a, (m > 1) jsou vektory v F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

@ vektory aj,...,an, jsou linedrné nezavislé;

@ homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feSeni (tj. FeSeni

x=0);
@ rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou hodnost).

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,... v, € V
a necht aq,...,a, € F\ {0}. Pak je mnozina {vi,..., vk} linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz je mnozina {aqvi, ..., axvk} linedrné
nezavisla.

Dikaz. Vyplyva z definice linedrni nezavislosti (detaily: zkuste
sami). O



Konecéna baze (nebo jenom bdze) vektorového prostoru V' nad
télesem F je mnozina {v1,..., vk} vektorii z V, kterd spliiuje
nasledujici dvé podminky:

@ mnozina {vi,..., v} je linedrné nezavisla ve V;

@ mnozina {vi,..., vk} generuje V, tj. Span(vy,...,vk) =

V.




Necht F je téleso. Pak je kanonicka baze £, = {ef,... e}
opravdu (tj. ve smyslu definice) bazi F".

|

Necht F je téleso. Pak je

1 0 0 1 00
{00,00,10
0 0 0 0 00

bazi F3*2,

0 0 0 0 0 0
0 1 00,00}
0 0 1 0 0 1

Il




Konecna baze (nebo jenom baze) vektorového prostoru V nad
télesem F je mnozina {v1,..., vk} vektorli z V, kterd spliuje
nasledujici dvé podminky:

@ mnozina {vi,..., v} je linedrné nezavisla ve V;

@ mnozina {v1,...,vi} generuje V, tj. Span(vy,...,vx) = V.

Vektorovy prostor je kone¢nédimenzionaini (nebo je konecné
generovany, nebo ma konecnou dimenzi), ma-li kone¢nou bazi.
Vektorovy prostor, ktery zadnou konecnou bazi nem3, je
nekonec¢nédimenzionalni (nebo je nekonecné generovany, nebo ma

nekonecnou dimenzi)

@ Znaceni: Necht V je vektorovy prostor nad télesem F.
o Je-li V kone¢nédimenzionalni, znacime to dim(V) < oc.
o Je-li V nekoneénédimenzionalni, zna¢ime to dim(V) = oo.



Necht T je téleso. Pak je Pr nekonecnédimenzionalni. Na druhou
stranu, pro kazdé celé ¢islo n > 0, {1,x,...,x"} je baze P, a tedy
je Py konecnédimenzionalni.

Diikaz (néstin). Je ,zfejmé"” ze {1,x,...,x"} je baze P} (pro
kazdé celé &islo n > 0).

Zbyva dokazat, ze Py je nekoneénédimenziondlni. Stadi ukazat, Ze
z4adna kone¢nd mnozina polynomi v Pr negeneruje Pr (a tedy Pp
nema koneénou bazi).

Necht P = {pi1(x),..., pk(x)} je libovolna kone¢nd mnoZina
polynom( v Pp. Pak existuje d € N t.z.
deg(p1(x)), ..., deg(pk(x)) < d, a tedy x9*1 ¢ Span(P).

Plyne, Ze zddna kone¢na mnozina polynomi v Pr negeneruje Pr, a
tedy Pr neméa konecnou bazi. [



Necht T je téleso. Pak je Pr nekonecnédimenzionalni. Na druhou
stranu, pro kazdé celé &islo n > 0, {1,x,...,x"} je baze P, a tedy
je Py konecnédimenzionalni.

@ Dle Tvrzeni 12 vskutku existuji vektorové prostory, které
nemaji kone¢nou bazi (a tedy jsou nekoneénédimenzionalni).
o Lze také definovat nekoneCnou bazi, ale je to technicky
naroCnéjsi a definici zde neuvadime.
o Pro struénou diskusi viz skripta (Penev, oddil 3.2.7 -
nepovinnd Cetba).



@ Pro specidlni ptipad vektorového prostoru F” (kde F je
téleso), mame nasledujici tvrzeni.

Necht F je téleso a necht ay,...,a, (m > 1) jsou vektory z F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pakje {a1,...,an} baze F” pravé
tehdy, kdyz rank(A) = n = m (tj. kdyz A je ¢tvercova matice plné
hodnosti). Zejména kazda baze vektorového prostoru F” obsahuje
pravé n vektord.

Diikaz. Dle Tvrzeni 10 jsou vektory ay, ..., an linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz rank(A) = m.

Dle Tvrzeni 7 vektory a1, ..., a,, generuji F" pravé tehdy, kdyz
rank(A) = n.

Tedy je {a1,...,an} baze F" pravé tehdy, kdyz
rank(A) = m=n. 0O



Necht F je téleso a necht ay,...,a, (m > 1) jsou vektory z F".
Polozme A:=[ a1 ... an |. Pakje {a1,...,an} baze F" pravé
tehdy, kdyz rank(A) = n = m (tj. kdyz A je ¢tvercovd matice plné
hodnosti). Zejména kazda baze vektorového prostoru F" obsahuje
pravé n vektord.

@ Poznamka: Necht F je téleso.

e Dle Véty o regularnich maticich jsou Ctvercové matice plné
hodnosti pravé reguldrni matice.

o Tedy Tvrzeni 13 dava dalsi kritérium regularity: matice v F"*"
je regularni pravé tehdy, kdyz jeji sloupce tvofi bazi
vektorového prostoru F".

o Dle Tvrzeni 13 kazda baze F" obsahuje pravé n vektord.

o Pozdéji (pfisti tyden) uvidime, Ze je-li V libovolny
koneénédimenzionalni vektorovy prostor, pak maji vSechny
baze prostoru V stejny pocet vektord.

@ Abychom to dokazali, musime rozvinout dalsi teorii!



@ PYipomenuti:

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,..., v, € V
aai,...,o € F\ {0}. Pak plati
Span(vi,...,vk) = Span(agvi,...,akVk).

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,..., v, € V
a necht aq,...,ax € F\ {0}. Pak je mnoZina {vi,...,v,} linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz je mnozina {aqvi, ..., axvk} linedrné
nezavisla.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem F. Necht vi,...,vx € V
a necht ag,...,ax € F\ {0}. Pak je mnozina {vi,...,vx} bazi V
pravé tehdy, kdyz je mnozina {ajvy,...,axvk} bazi V.

Diikaz. Vynechan. (Zkuste samil)



@ Nase nasledujici véta ¥ika, Zze konec¢nd mnozina vektord je bazi
vektorového prostoru V' pravé tehdy, kdyz kazdy vektor z V
Ize vyjad¥it jako linedrni kombinaci téchto vektor(i pravé
jednim zpisobem.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, a necht
Vi,...,V, € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {vi,...,vn} je bazi V;
(i) Wwe VIlag,...,a, € Ft.z.v=aqvi + - - + apv,.

Dikaz. Predpokladejme, ze plati (i); je treba ukazat, ze plati (ii).
Necht v € V. Musime dokézat, Ze existuji jediné skalary
al,...,an €F tz. v=oaqvi + -+ ayv,.

Jelikoz je mnozina {v1,...,v,} bazi V, a tedy generuje V, vime,
ze kazdy vektor z V' Ize vyjadfrit jako linedrni kombinaci vektori
Vi,...,Vn. Tim je dokdzana existence.



Necht V je vektorovy prostor nad télesem IF, a necht
Vi,...,Vp € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {vi,...,vn} je bazi V;
(i) We VIlag,...,ap e Ftz. v=aqvi + -+ + apV,.

Dikaz (pokracovani). Zbyva ukazat jedine¢nost. Necht
1y ...y Qny P1,. .., Bn € F jsou skalary t.z.

V=aqivi+- -+ apv, a v=_/01vi+ -+ ByVp.
Tedy plati aiyvy + -+ -+ apv, = B1vi + - - -+ Bpva, z Cehoz plyne, ze
(01 — Vit -+ (G — Bulva = O.

Jelikoz je mnoZina {v1,...,v,} linedrné nezavisla (protoze je bazi

V), plyne, ze a1 — 1 = -+ = o, — B = 0. Tedy
a1 = P1,...,0n = Pn. Tim je dokdzana jedineCnost, a tedy i (ii).



Necht V je vektorovy prostor nad télesem [, a necht
Vi,...,Vp € V. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) {vi,...,vn} je bazi V;
(i) We VIlayg,...,ap e Ftz. v=aqvi + - + apv,.

Diikaz (pokracovani). Piedpokladejme nyni, Ze plati (ii); musime
ukazat, ze plati (i).

Dle (ii) je kazdy vektor z V linearni kombinaci vektord v, ..., v,
a tedy mnozina {vy,...,v,} generuje V.

Zbyva ukazat, ze mnozina {vi,...,v,} je linedrné nezavisla. Je
zfejmé, ze rovnice aivi + - - + a,v, = 0 mé feseni, a to

a1 = -+ = a, = 0; dle (ii) je toto feseni jediné, a tedy plyne, ze
mnozina {vi,...,V,} je linedrné nezavisla. Tim jsme

dokazali (i). O



