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Béhem pristich nékolika tydnl (dokud neprobereme télesa for-
malné, tj. axiomaticky) budeme predpokladat, ze uvaZované té-
leso I je jedno z nasledujicich: Q, R, C nebo Z, (kde p je prvo-
&islo). Nicméné, vSechno, co dokazeme béhem téchto prednasek,
bude platit pro libovolna télesa IF, nejen pro tato Ctyfi.

e Pozor: Nasledujici mnoziny nejsou télesa: N, Z, Z, (kde
n € N neni prvodislo).



Tato prednaska ma dvé casti:

@ Slozeni linedrnich funkci a prvni pohled na isomorfismy

@ Regularni matice



@ SlozZeni linedrnich funkci a prvni pohled na isomorfismy

o Pfipomenuti:

Necht F je téleso. Zobrazeni f : F™ — F" je linedrni pokud plati:
Q Vu,veF™: f(u+v)="f(u)+f(v);
Q@ YuecF" aclF: f(au) = af(u).

.

Tvrzeni 3 z Prednasky ¢.4

Necht IF je téleso, necht A € F"™™ je matice a definujme zobrazenf{
f:F™ — F" pfedpisem f(x) = Ax pro vSechna x € F. Pak je f
linedrni zobrazeni.

@ Zobrazeni tvaru x — Ax, kde A je néjakd pevné dand matice,
se obcCas nazyva maticovym zobrazenim.

@ Dle Tvrzeni 3 z Prednasky ¢.4, maticova zobrazeni jsou
linearni.



o Pfipomenuti: Necht F je téleso. Prone Na i€ {1,...,n}
ozname e vektor v [F”, jehoz i-ta slozka je 1, zatimco
vSechny ostatni slozky jsou nulové.
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<— j-ta slozka

@ Je-li n jasné z kontextu, vynechavame horni index n a piSeme

prosté er,...,e, namisto ef,..., e}, respektive.
@ Vektory ey, ..., e, nazyvame kanonickymi jednotkovymi
vektory, zatimco mnozinu &, := {ey,...,e,} nazyvime

kanonickou bazi prostoru F".



e PFipomenuti:

Necht I je téleso. Zobrazeni f : F™ — F" je linearni pokud plati:
Q Vu,veF™ f(u+v)="f(u)+f(v);
Q@ YuecF" aclF: f(au) = af(u).

Véta 4 z Prednasky ¢.4
Necht F je téleso a f : F" — F” je linearni zobrazeni. Pak existuje
jedind matice A € F™ ™ t.z. ¥x € F™ plati f(x) = Ax. Navic je
tato matice A dadna vzorcem

A = [fler) ... flem) ],
kde ey, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z F™.

@ Terminologie: Matice A se nazyva matici linearniho zobrazeni
f vzhledem ke kanonickym bazim.
o Abychom usettili misto na slajdech, pouzijeme zkratku:
matice v.k.k.b. = matice vzhledem ke kanonickym bazim
o Terminologii vysvétlime pozdé&ji (za nékolik tydna).



o Z Diskrétni matematiky:

Necht f : A— B a g: B — C jsou zobrazeni, kde A, B a C jsou
néjaké mnoziny. Definujeme sloZeni zobrazeni’ g a f jako zobrazenfi
gof:A— C dané predpisem

(gof)(a) = g(f(a)) VaeA




Necht F je téleso. Pak plati:

@ pro vsechna linearni zobrazeni f, g : F™ — F" je zobrazeni
f + g lineérni, a navic, jsou-li A, B € F"*™ matice linedrnich
zobrazeni f, g respektive v.k.k.b., pak je A+ B matici
linedrniho zobrazeni f 4+ g v.k.k.b.;?

@ pro vsechna linearni zobrazeni f : F™ — " a skalary o € F je
zobrazeni af linedrni, a navic, je-li A € F"™*™ matice
linearniho zobrazeni f v.k.k.b., pak je A matici linedrniho
zobrazeni af v.k.k.b.:P

?Zobrazeni (f + g) : F™ — F" je definovano predpisem
(f + g)(u) = f(u) + g(u) Yu € F™.

bZobrazeni (af) : F™ — F" je definovano predpisem
(af)(u) = af (u) Yu e F™.




Tvrzeni 1 (pokracovani)

@ pro vsechna lineadrni zobrazeni f : FP — ™ a g : F™ — F”, je
zobrazeni g o f linearni, a navic, jsou-li A € F™*P a B € F"*™
matice linedrnich zobrazeni f a g respektive v.k.k.b., pak je
BA matici linedrniho zobrazeni g o f v.k.k.b.

go f, BA
fiA 9. B
FP [ F"
o Casti (a) a (b) jsou jednoduché. Dokazeme (c).




go f, BA

Fp —— Fm ——— Fn

Dikaz &asti (c). Necht f : FP — F™ a g : F™ — F” jsou linearn{
zobrazeni. Necht A € F™*P a B € F™™ jsou matice linearnich
zobrazeni f a g respektive.

Vsimnéme si, ze pro kazdy vektor u € P plati:

(gof)(u) = g(fw) 2 gaw) 2 Baw) =) (BA,

kde
e (*) plyne z toho, ze A je matici linedrniho zobrazeni f v.k.k.b.,

e (**) plyne z toho, ze B je matici linedrniho zobrazeni g

v.k.k.b.,
@ (***) plyne z asociativity maticového nasobeni.



go f, BA

Fp > Fnl > ]F‘n
Diikaz &asti (c). Dokazali jsme, ze
(gof)(u) = (BAu VYueTFP

a tedy je g o f maticové zobrazeni.

Jelikoz jsou maticova zobrazeni linearni, plyne, ze zobrazeni g o f
je linearni.

Navic z rovnosti vySe a z definice plyne, Ze BA je matici linearniho
zobrazeni g o f v.k.k.b. O



Zobrazeni f : A — B nazyvame

e injekci (nebo injektivnim zobrazenim, nebo prostym
zobrazenim), pokud Vaj, ap € A t.z. a; # ap plati
fa1) # f(a2):?

@ surjekci (nebo surjektivnim zobrazenim, nebo zobrazenim na),
pokud Vb € B Ja € A t.z. f(a) = b;

@ bijekci (nebo bijektivnim zobrazenim), pokud je prosté a
zaroven na.

?Ekvivalentné: zobrazeni f : A — B je prosté, pokud Vai, a, € A t.z.
f(a1) = f(a2) plati a1 = a».
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injekce surjekce bijekce
(prosté zobrazeni) (zobrazeni na)



o Z Diskrétni matematiky:

Necht f : A — B je zobrazeni. Pak jsou ekvivalentni nasledujici
tvrzeni:

@ f je bijekce;
@ JdJg:B— Atz gof=Idgafog=Idg.

Necht f : A — B je bijekce. Pak dlg: B+ At.z. gof =1Ida a
fog=Idg.




Necht f : A — B je bijekce. Pak dlg: B —+ At.z. gof =lds a

fog=Idg.
f !
PR
g A B
g

e Terminologie/Znaceni: Je-li f : A — B bijekci, pak jediné
zobrazeni g : B— Atz. gof =Ilda a f o g = Idg nazyvame
inverznim zobrazenim (nebo inverzi) k bijekci f a znaime jej

1L
@ To znamena:
o f~lof =Idg;
o fof1=Idg;

o Vac A be B:b="f(a) < a=f1(b).
o Inverze k bijekci f je také bijekce, a navic plati (f1)~! = f.



@ Z Diskrétni matematiky:

Pro vSechna zobrazeni f : A— B a g: B — C plat:
@ jsou-li zobrazeni f a g prosta, pak je zobrazeni g o f prosté;
@ jsou-li zobrazeni f a g na, pak je zobrazeni g o f na;

@ jsou-li zobrazeni f a g bijekce, pak je zobrazeni g o f také
bijekcf, a navic plati (go f)™t = flog L
gof



/
] >
.//
injekce surjekce bijekce
(prosté zobrazeni) (zobrazeni na)

@ Necht f : F™ — F" je linearni zobrazeni (kde I je téleso).
o Jak zjistime, zda je f : F™ — F" prosté/na/bijektivni?
e Jak uvidime, stadi upravit matici A € F"*™ linearniho
zobrazeni f v.k.k.b. a spoditat rank(A).



e Pripomenuti:

Necht A € F"*™ (kde F je téleso). Pak jsou ekvivalentn{

nasledujici tvrzent:

@ rank(A) = m (tj. A méa plnou sloupcovou hodnost);

@ homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trividlni Yeseni (tj. FeSeni
x = 0);

@ db e F" t.z. rovnice Ax = b md jediné resent;

@ Vb € F"” ma rovnice Ax = b nejvice jedno reseni.

z Prednagky 3

Necht A € F"*™ (kde F je téleso). Pak jsou ekvivalentni
nasledujici tvrzeni:

@ rank(A) = n (tj. A méa plnou radkovou hodnost);

@ Vb € F” je rovnice Ax = b Fesitelna.




Necht f : F™ — F” je linearni zobrazeni (kde IF je téleso) a necht
A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak plati:

@ f je prosté <= rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou
hodnost);

@ f je na <= rank(A) = n (tj. A ma plnou fadkovou hodnost).

Dikaz. Jak uvidime:
@ Cast (a) plyne z Disledku 8 z Prednasky 3;
e cast (b) plyne z Diisledku 9 z Prednasky 3.



injekce (prosté zobrazeni)

@ f je prosté <= rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou

hodnost);
Dikaz &asti (a).

. , def,
f je prosté RN

VxexeFm:
f(x) = Ax
e

Disledek 8
z Prednasky 3
<~

Vb € F": ma rovnice
f(x) = b nejvice jedno FeSeni

Vb € F": ma rovnice
Ax = b nejvice jedno Feseni

rank(A) = m, tj. Ama
plnou sloupcovou hodnost

g
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surjekce (zobrazeni na)

@ f je na <= rank(A) = n (tj. A ma plnou radkovou hodnost).
Diikaz &asti (b).

£ i na Jef Vb € F": je rovnice
. f(x) = b Yegitelna
VxexeFm:
f(x) = Ax Vb € F": je rovnice
— Y ue
Ax = b Yesitend
Dasledek 9

z Pfednasky 3 rank(A) = n, tj. Ama
<~ v
plnou fadkovou hodnost



Necht f : F™ — F” je linearni zobrazeni (kde I je téleso) a necht
A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak plati:

@ f je prosté <= rank(A) = m (tj. A méa plnou sloupcovou
hodnost);

@ f je na < rank(A) = n (tj. A ma plnou fadkovou hodnost).

v




Necht F je téleso. Zobrazeni f : F™ — F" nazveme isomorfismem,
pokud je linearni a zaroven bijektivni.

A\

Necht f : F™ — F" je linearni zobrazeni (kde F je téleso) a necht
A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentnf:

@ f je isomorfismus;

@ rank(A) = m = n (tj. A je ¢tvercova matice plné hodnosti).

e Dukaz: za chvili (ale v podstaté plyne z Véty 5).
@ Poznamka: Necht T je téleso.
o Podle Véty 5 plati: jsou-li m # n pfirozena &isla, pak
neexistuje zadny isomorfismus f : F™ — ",
o Je-li A € F™" matice linedrniho zobrazeni f : F" — F”
v.k.k.b., Ize jednoduse uréit, zda je f isomorfismus: staci
upravit matici A a urcit, zda A ma plnou hodnost.



Necht f : F™ — F” je linearni zobrazeni (kde IF je téleso) a necht
A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

@ f je isomorfismus;

@ rank(A) = m = n (tj. A je ¢tvercova matice plné hodnosti).

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze (a) plati. Pak je linearni
zobrazeni f : F™ — " prosté a na.
o Jelikoz je f : F™ — F" prosté linedrni zobrazeni, plyne z
Véty 5(a), ze rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou
hodnost).
o Jelikoz je f : F™ — F" linearni zobrazeni na, plyne z
Véty 5(b), ze rank(A) = n (tj. A ma plnou Fadkovou hodnost).
Plyne, Ze rank(A) = m = n, tj. plati (b).



Necht f : F™ — F" je linearni zobrazeni (kde F je téleso) a necht
A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

@ f je isomorfismus;

@ rank(A) = m=n (tj. A je Etvercova matice pIné hodnosti).

Diikaz (pokracovani). Piedpokladejme nyni, Ze (b) plati.
Tedy ma A plnou sloupcovou hodnost (protoze rank(A) = m), a
zaroven plnou fadkovou hodnost (rank(A) = n).

@ Jelikoz ma A plnou sloupcovou hodnost, plyne z Véty (5)(a),
ze linedrni zobrazeni f je prosté.

@ Jelikoz ma A plnou fadkovou hodnost, plyne z Véty (5)(a), ze
linedrni zobrazeni f je na.

Plyne, ze je linearni zobrazeni f bijekce, a tedy izomorfizmus. Tedy
plati (a). O



Necht f : F™ — F” je linearni zobrazeni (kde I je téleso) a necht

A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak plat:

@ f je prosté <= rank(A) = m (tj. A méa plnou sloupcovou
hodnost);

@ f je na < rank(A) = n (tj. A ma plnou fadkovou hodnost).

Necht f : F™ — F" je linearni zobrazeni (kde F je téleso) a necht
A € F™™ je matice f v.k.k.b. Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

@ f je isomorfismus;

@ rank(A) = m = n (tj. A je Etvercova matice pIné hodnosti).




Dusledek 7

Necht f : F” — " je linearni zobrazeni (kde F je téleso).? Necht
A € F™" je matice f v.k.k.b.? Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

f je prosté;
f je na;

f je isomorfismus;

© @6 e e0

rank(A) = n (tj. A je ¢tvercova matice plné hodnosti).

“Tedy predpokladame, Ze definiéni obor = obor hodnot = F”.
bV&imn&me si, Ze A je Etvercova matice.

Diikaz. Dle Véty 6 plati (c) <= (d). Dle definice plati
((a) A (b)) <= (c). Tedy sta&i dokazat, ze (a) <= (b).



Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: f : F” — F" je linearni; A je
matice f v.k.k.b.

. . Véta b .
f je prosté e<a:>(a) A ma plnou sloucovou hodnost
———
(a)
matice A je
Ctvercova ) .
— A ma plnou radkovou hodnost
Véta 5(b _
e<a:£ ) f je na
———
(b)



Disledek 7

Necht f : F" — F" je linearni zobrazeni (kde IF je téleso).? Necht
A € F™" je matice f v.k.k.b.? Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

@ f je prosté;

@ f jena;

@ f je isomorfismus;

@ rank(A) = n (tj. A je Etvercova matice plné hodnosti).

“Tedy predpokladame, ze definiéni obor = obor hodnot = F".
bV&imnéme si, Ze A je Etvercova matice.




Necht f : F” — F" je isomorfismus (kde F je téleso). Pak je i
f~1:F" — F" isomorfismem.

Diikaz. Jelikoz je f : F" — F" isomorfismus, a tedy bijekce, ma f
inverzi f~1:F" — F", ktera je také bijekci. Nynfi sta&i dokazat, Ze
zobrazeni f=1 : F" — F” je linearni, tj. ze plati:

Q Vvi,vo € F™ ffl(vl + V2) = ffl(vl) + fﬁl(V2);

Q@ WEF"  acF: fl(av)=af 1(v).



Necht f : F” — F" je isomorfismus (kde F je téleso). Pak je i
f~1:F" — F" isomorfismem.

Diikaz (pokracovani). (1) Necht vi,vo € F". Je tfeba dokazat, ze
Fl(v1 +v2) = F(vy) + F1(va).
Polozme uy := f~1(v1) a up := f~1(vy); tedy plati f(uz) =v; a
f(UQ) = V).
Nyni spocitame:

fivi+vo) = 1 (f(ur) + f(u2))

ST B
= (flof)(ur+up)

= Idps(ug + up)

= u+uw

= ) + F(va).



Necht f : F" — F" je isomorfismus (kde F je téleso). Pak je i
f~1:F" — F" isomorfismem.

Diikaz (pokracovani). (2) Necht v € F” a a € F. Je tfeba dokazat,
ze f~Y(av) = af ~1(v).

Polozme u := f~1(v); tedy plati f(u) = v.
Nyni spocitame:
fHav) = f1(af(u))

dle linearity

_ 1
= f (f(au)) zobrazeni f

= (Ftof)(ow)
= ldp(u)

= af1(v).



Necht f : F” — F" je isomorfismus (kde F je téleso). Pak je i
f~1:F" — F" isomorfismem.

Diikaz (pokracovani). Dokéazali jsme,ze plati:

O Yvi,vo € F™ vy +v2) = F1(vy) + F 1 (vp);

Q@ WeF", acF: fav) =af 1(v).
Plyne, Ze f je linedrni. UZ jsme vidéli, Ze f~1 : F” — F" je bijekdf,
a tedy plyne, 7e f~1 isomorfismus. (J



@ Regularni matice

e Pripomenuti: Jednotkovd matice:
l, = [e{’ eZ]

100 ... 0O

o o
o =
= O
o o
o o

o o
o o
co -
o =
= O

nXxXn

Tvrzeni 6 z Prednasky ¢.4

Necht T je téleso. Pak je identické zobrazeni Idgs : F" — F”
linearni a jeho matice v.k.k.b. je jednotkova matice /.




Necht IF je t&leso. Ctvercova matice A € F"*" je reguldrni (neboli
invertibilni), pokud existuje matice B € F"*", kterou nazyvame
inverzni matici (nebo inverzi) k matici A, t.z. AB= BA = I,.
Ctvercova matice, kterd nenf regularni, je singuldrni.

@ Poznamka: Pozdéji uvidime, ze regularni matice jsou pravé
matice izomorfizmi v.k.k.b.

7

Necht F je téleso. Pak kazda regularni matice A € F™" ma
jedinou inverzni matici.

@ Dikaz: za chvili.

@ Znaceni: Jedinou inverzi regularni matice A € F"*" znacime
AL



Realna matice A := o 1 |1€ regularni a ma inverzni matici
1 -1
— v
A= [ 0 1 ] protoze

e e B

@ Za chvili uvidime, jak lze urdit, zda je dana Ctvercova matice
regularni, a pokud ano, jak lze vypoditat jeji inverzni matici.




Necht IF je t&leso. Ctvercova matice A € F"*" je regularni (neboli
invertibilni), pokud existuje matice B € F"*", kterou nazyvame
inverzni matici (nebo inverzi) k matici A, t.z. AB = BA = I,.
Ctvercova matice, ktera nenf regularni, je singularni.

o Alternativni definice: Ctvercovad matice A € F"™*" (kde F je
téleso) je reguldrni, pokud homogenni rovnice

Ax =0

ma pouze trividlni FeSeni (tj. feSeni x =0) .

@ Pozdéji uvidime, Ze jsou tyto dvé definice ekvivalentni, tj. ze
Ctvercova matice A € F™*" ma inverzi pravé tehdy, kdyz ma
homogenni rovnice Ax = 0 pouze trividlni feseni.

o V pribéhu této prednasky budeme pouzivat definici s
inverznimi maticemi.



Necht F je téleso. Pak kazda regularni matice A € F™" ma
jedinou inverzni matici.

Dikaz. Jelikoz je matice A regularni, mé alespon jednu inverzni
matici. Pfedpokladejme ze B, C € F"*" jsou inverze k regularni
matici A, a tedy plati AB=BA=1,a AC = CA = |,. Pak plati:

B - Bln
= B(AQ) protoze AC = |,
B dle asociativity
= (BA)C maticového nasobeni
- I,C protoze BA = I,
= C.



Necht F je téleso. Pak kazda regularni matice A € F™" ma
jedinou inverzni matici.

@ Podobné Ize dokézat nasledujici technické tvrzeni:

Necht IF je téleso. Necht A, B € F"*" jsou ¢tvercové matice t.z. A
je regularni a zéroven plati AB = I, nebo BA = [,. Pak A~ = B.

o Dikaz: zkuste samil

e Pro AB = I, diikaz naleznete ve skriptech (Penev -
Proposition 1.11.3)
e Dikaz pro BA = I, je podobny.



7

Necht I je téleso. Pak kazda regularni matice A € F"™" ma
jedinou inverzni matici.

Necht F je téleso. Necht A, B € F™*" jsou ¢tvercové matice t.z. A
je regularni a zéroven plati AB = I, nebo BA = I,. Pak A~ = B.

v

@ Poznamka: Tvrzeni 10 |ze aplikovat pouze v pfipadé, ze uz
vime, ze matice A je regularni.

o Pozdéji (za nékolik tydnl) uvidime, Ze tuto hypotézu lze
vynechat: jsou-li A, B € F"*" ¢tvercové matice t.z. AB = I,,
pak jsou A a B regularni a jsou navzajem inverznimi maticemi
(. Al=Ba B l=A).

e Abychom dokazali toto silnéjsi tvrzeni, potrebujeme teorii,
kterou zatim nezname. Tedy toto silnéjsi tvrzeni prozatim
nebudeme pouzivat.



o Nasledujici véta dava recept, jak uréit, zda je dana Ctvercova
matice A regularni, a pokud ano, jak vypoditat jeji inverzni
matici.

Necht A € F"*" je ¢tvercova matice (kde I je téleso). Polozme
[ U B ]=RREF([ A I, ]).? Pak plati:

@ jestlize U = I,, pak je A reguléarni a A~! = B;

@ jestlize U # I,, pak je A singularni (tj. A neni regularni).

“Tady jsou B a U Ctvercové matice typu n X n.

@ Nejprve se podivdme na priklad.

@ Potom rozvineme teorii, kterou potfebujeme, abychom
dokéazali Vétu 11.



Urcete, zda jsou nasledujici ¢tvercové matice regularni. Jsou-li

regularni, vypocitejte jejich inverzni matice.

_ = O R = O

] , jejiz prvky jsou reélna cisla.
, jejiz prvky patfi do Zs.

, jejiz prvky patfi do Zs.




Q@ A= [ ; i ],jejl'i prvky jsou redlna Cisla.

Reseni. Uvazujme matici:

‘ 1 2,10
[AH:[3 410 1]
Gaussovou-Jordanou eliminaci dostavame:
‘ 1 0, -2 1
RREF([ A b ]) = {01 3_5}.

Podmatice matice RREF([ A '/ |) nalevo od svislé te¢kované
Cary je rovna h. Plyne, Ze A je regularni a jeji inverzni matice je:

-2 1
A71 - |: 3 1 :| .
2

2



, jejiz prvky patfi do Zo.

1
@ B=|0
1

—
— R o

Reseni. Uvazujme matici:

100,011
RREF([ Bk ]) = [0 1 011 11|,
00 1'l 0 1



@ B= , jejiz prvky pati do Z,.

110
011
111

Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:
100,011
RREF([ Bk ]) = [0 1 011 11|,
00 1'10 1

Podmatice matice RREF(|[ B ' /5 | ) nalevo od svislé te¢kované
cary je rovna Is. Plyne, Ze B je regularni a jeji inverzni matice je:

011
Bl = 1 1 1].
1 01



, jejiz prvky patfi do Zs.

o= N
=)

1
@ C=]1
2

Reseni. Uvazujme matici:

1 02,00 2
RREF([ C k]) = [0 1 2:0 1 1
000'1 12

Podmatice matice RREF([ C ' /5 ] ) nalevo od svislé teckované
¢ary neni rovna f3. Plyne, ze C je singularni (tj. C neni
regularni). O



Necht A € F"*" je ¢tvercova matice (kde IF je téleso). Polozme
[ U'B]=RREF([ A I, ]).? Pak plat:

@ jestlize U = I, pak je A regularni a A~ = B;

@ jestlize U # I,, pak je A singularni (tj. A neni regularni).

“Tady jsou B a U &tvercové matice typu n X n.

Vidéli jsme, jak se pouziva Véta 11.
Nyni je treba Vétu 11 dokazat!

K tomu rozvineme pottebnou teorii.

Nejprve se podivame na nékteré zakladni vlastnosti
regularnich matic.

Pak zavedeme ,elementérni matice”, dokazeme par jejich
vlastnosti a pouzijeme je, abychom dokazali Vétu 11.



Necht T je téleso. Pak plati:
Q@

@

@

jednotkova matice /, je reguldrni a je sama sobé inverzni (.
-1 :

I =1,);

je-li matice A € F™*" regularni, pak je i matice A~! regularni,
a navic plati (A~1)~1 = A;

je-li matice A € F"*" regularni, pak je i matice AT regularni,
a navic plati (A7) = (A 1)T;

jsou-li matice A, B € F™" regularni, pak je i matice AB
regularni, a navic platf (AB)_1 =B 1AL

jsou-li matice Az, ..., Ax € F"*" regularni, pak je i matice
A1 ... Ak reguldrni, a navic plati (A;... A) P = A1 AL

je-li matice A € F™*" regularni, pak je pro kazdé m € Ny
matice A™ regularni, a navic plati (A™)~! = (A71)™.

o Dukaz naleznéte ve skriptech (Penev — Proposition 1.11.8).
@ Pro ilustraci zde dokdzeme pouze &ast (d).



Necht I je téleso. Ctvercova matice A € F"*" je regularni (neboli
invertibilni), pokud existuje matice B € F"*", kterou nazyvame
inverzni matici k matici A, t.3. AB = BA = I,. Ctvercova matice,
kterd neni regularni, je singularni.

@ jsou-li matice A, B € F™*" regularni, pak je i matice AB
regularni, a navic platf (AB)_1 =B 1AL

Dikaz. Necht A, B € F™ " jsou regularni matice. Sta¢i dokazat, ze
(AB)(B71A™1) = (B71AY)(AB) = I,.
K tomu spoditdme (pficemz pouzivdme asociativitu maticového
nasobeni):

o (AB)(B'A™Y) = ABBTHAL = Al,Al = AA"L = |,;

o (B A Y)AB) =B YA 1A)B=B"1,B=B"1B=1,



@ je-li matice A € F™" regulérni, pak je pro kazdé m € Ny
matice A™ regularni, a navic plati (A")~! = (A=1)™.

e Znaceni: Je-li A reguldrni matice (kde I je téleso), pak pro
kazdé m € N definujeme

Amm o= (ATL)m,
@ Dle Tvrzeni 12(f) plati
A—m  — (A—l)m — (Am)—l.

e Poznamka: A= (pro m € N) je definovana pouze tehdy,
kdyZ je A regularni.



Necht T je téleso. Pak plati:

@ jednotkova matice /, je regularni a je sama sobé inverzni (tj.
It =1);

@ je-li matice A € F™*" regularni, pak je i matice A~! regularn,
a navic plati (A71)~! = A;

@ je-li matice A € F™" regularni, pak je i matice AT regularni,
a navic plati (AT)™! = (A 1) T;

@ jsou-li matice A, B € F"*" regularni, pak je i matice AB
reguldrni, a navic plati (AB)~! = B~1A 1,

@ jsou-li matice A, ..., Ax € F™7 regularni, pak je i matice
Ai ... Ay regularni, a navic plati (Ay... A, )L = A;l .. Al_l;

@ je-li matice A € F"*" regularni, pak je pro kazdé m € Ny
matice A™ regulérni, a navic plati (A")~! = (A~1)™.



Necht IF je téleso a A € F"*" je reguldrni matice. Pak Vb € F" ma
rovnice Ax = b pravé jedno Fedeni, a to A~1b.

o Véta 13 je jednim z hlavnich divodd, proc nas zajimaji
regularni matice.
e Z Véty 13 plyne, ze je-li matice koeficienti linearni soustavy
reguldrni, pak ma linedrni soustava pravé jedno feseni.

@ Nejprve se podivdme na priklad, pak dokdzeme Vétu 13.



Vyreste rovnici Ax = b, kde

B e )

Prvky matice A a slozky vektoru b jsou realna disla.
y

Reseni. V minulém p¥ikladu jsme vidéli, e matice A je regularni a
jeji inverzni matice je
1 -1
-1 _
Al = [ L ] |

Z Véty 13 nyni plyne, Ze rovnice Ax = b md pravé jedno reseni, a

R Lt | N



Necht IF je téleso a A € F"*" je reguldrni matice. Pak Vb € F" ma
rovnice Ax = b pravé jedno Fedeni, a to A~ 1b.

o Poznamka:

o Uz jsme vidéli, jak lze zjistit, zda je ¢tvercova matice regularni
a je-li regularni, jak lze vypoditat jeji inverzni matici.

e Pravda, stéle jsme ten ,recept” (tj. Vétu 11) nedokazali.

o Nicméné, v pfipadé, ze nevime, zda je matice A regularni
(nebo vime, Ze je regularni, ale jest& jsme nevypoditali A1),
rovnici Ax = b nejrychleji vyfeSime upravovanim jeji rozsirené
matice [ A ‘ b ]

o Pro vyfeSeni rovnice Ax = b pouZijeme vzorec x = A~'b pouze
v pfipadé, ze uz vime, Ze matice A je reguldrni a zaroven jsme
(z jinych diivodi) uz vypogitali jeji inverzni matici A=

@ Nyni dokazme Vétu 13!



Necht [ je téleso a A € F"*" je regularni matice. Pak Vb € F" ma
rovnice Ax = b pravé jedno Fedeni, a to A~1b.

Diikaz. Necht b € F” je libovolny vektor.
A~1b je Fedeni rovnice Ax = b, protoze:

AA"b) = (AAY)b = b = b
=,

Zbyva ukazat, 7e A~'b je jediné Fedeni rovnice Ax = b. Necht
xo € F" je libovolné feSeni rovnice Ax = b. Tedy plati Axg = b.
Nasobenim (zleva) obou stran rovnosti Axg = b matici A~!
dostavame pravé xo = A~ 'b, pri¢emz jsme pouzili fakt, Ze:

Afl(AXO) = (AflA)XO = I,)xg = Xop.



Necht F je téleso. Necht A € F"*" je ¢tvercova matice a

f :F" — F" je zobrazeni dano pfedpisem f(x) = Ax Vx € F". Pak
je zobrazeni f linearni, pricemz je A jeho matice v.k.k.b. Navic jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

f je isomorfismus;

A je regularni (tj. A ma inverzni matici);

RREF(A) = Ip;

rank(A) = n;

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feseni (tj. feSeni
x = 0).

Navfclv tomto pripadé je f~! isomorfismus a jeho matice v.k.k.b.
je A7 .

© e @6 e

e Poznamka ¢€.1: Z ekvivalence (a) a (b) plyne, Ze regularni
matice jsou pravé matice isomorfismd v.k.k.b.



Necht F je téleso. Necht A € F"*" je ¢tvercova matice a

f :F" — F" je zobrazeni dano predpisem f(x) = Ax Vx € F". Pak
je zobrazeni f linearni, pricemz je A jeho matice v.k.k.b. Navic jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

f je isomorfismus;

A je regularni (tj. A ma inverzni matici);

RREF(A) = Ip;

rank(A) = n;

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feseni (tj. reSeni
x = 0).

Navic v tomto p¥ipadé je f~! isomorfismus a jeho standardni
matice je A7L.

© e @6 e

e Poznamka €.2: Z ekvivalence (a) a (e) plyne, Ze nase
puvodni definice a ,alternativni definice" regularni matice jsou
ekvivalentni.



Necht I je téleso. Necht A € F"*" je Ctvercova matice a

f :F" — F" je zobrazeni dano predpisem f(x) = Ax Vx € F". Pak
je zobrazeni f linearni, pricemz je A jeho matice v.k.k.b. Navic jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

f je isomorfismus;

A je regularni (tj. A ma inverzni matici);

RREF(A) = Ip;

rank(A) = n;

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trividlni Feseni (tj. FeSeni
x = 0).

Navic v tomto ptipadé je f~! isomorfismus a jeho standardnf
matice je A7L.

© e @06 e

@ Nyni dokazme Vétu 14!
o Cast Véty 14 vyplyva z tvrzeni, kterad jsme uz dokazali a kterd
si ted pripomeneme.



e Pfipomenuti:

Diisledek 7

Necht f : F" — F" je linearni zobrazeni (kde IF je téleso).? Necht
A € F™" je matice f v.k.k.b.? Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

@ f je prosté;
@ f jena;
@ £ je isomorfismus;

@ rank(A) = n (tj. A je ¢tvercova matice plné hodnosti).

“Tedy predpokladame, ze definiéni obor = obor hodnot = F".
bV&imnéme si, Ze A je Etvercova matice.

e Tedy jsou ekvivalentni ¢asti (a) a (d) z Véty 14.



o Pfipomenuti:

Véta 10 z Prednasky 3

Necht A € F"*" je ¢tvercova matice (kde F je téleso). Pak jsou

nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

@ rank(A) = n (tj. A je ¢tvercova matice plné hodnosti);

@ RREF(A) = I,;

@ homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trividlni feseni (tj. FeSeni
x=0);

@ db € F" t.Z. rovnice Ax = b ma jediné Fesent;

@ Vb € F"” ma rovnice Ax = b jediné YeSeni;

@ Vb € F" ma rovnice Ax = b nejvice jedno resent;

@ Vb € F" je rovnice Ax = b Yesitelna.

e Tedy jsou ekvivalentni &asti (c), (d) a (e) z Véty 14.



Necht I je téleso. Necht A € F"*" je ¢tvercova matice a

f:F" — F" je zobrazeni déno predpisem f(x) = Ax Vx € F". Pak
je zobrazeni f linearni, pricemz je A jeho matice v.k.k.b. Navic jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

f je isomorfismus;

A je reguldrni (tj. A ma inverzni matici);

RREF(A) = I,;

rank(A) = n;

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feSeni (tj. feSeni
x = 0).

Navfclv tomto ptipadé je f~! isomorfismus a jeho matice v.k.k.b.
je A7

© e 06 o

Diikaz. Zobrazeni f je maticové, a tedy linearni (dle Tvrzeni 3 z
Prednasky ¢.4). Dle definice je A matice f v.k.k.b. Navic plati-li
(a), pak je dle Véty 8 i f~1 isomorfismus.



Necht F je téleso. Necht A € F"*" je ¢tvercova matice a

f:F" — F" je zobrazeni dano predpisem f(x) = Ax Vx € F". Pak
je zobrazeni f linearni, pficemz je A jeho matice v.k.k.b. Navic jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ f je isomorfismus;

A je reguldrni (tj. A ma inverzni matici);
RREF(A) = I;

rank(A) = n;

© e @ 6

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trividlni feSeni (tj. feSeni
x =0).

Navic v tomto ptipadé je f~! isomorfismus a jeho matice v.k.k.b.

i A-1

je A7 .

Diikaz (pokracovani). Ekvivalence &asti (a) a (d) plyne z
Dasledkd 7, zatimco ekvivalence ¢asti (c), (d) a (e) plyne z
Véty 10 z Prednasky 3.



Dikaz (pokracovani). Zbyva dokazat, ze jsou ekvivalentni
nasledujici tvrzeni:

@ f je isomorfismus
@ A je reguldrni (tj. A ma inverzni matici),
a 7e v tomto ptipadé je A1 matice isomorfismu 1 v.k.k.b.

Staci dokazat:
(1) Je-li f isomorfismus, pak je A regularni, a navic je A~ matice
isomorfismu f~1 v.k.k.b.
o Vsimnéme si, ze z (1) plyne, ze ,(a) = (b)", a zéroven, ze
plati-li (a), pak je A1 matice isomorfismu f~* v.k.k.b.
(2) Je-li A regulérni, pak je f isomorfismus.
o Vsimnéme si, ze z (2) plyne, ze ,(b) = (a)



go f, BA

f A g, B
FP Fm Fn

Diikaz (pokracovani). Nejprve dokazeme:

(1) Je-li f isomorfismus, pak je A regularni, a navic je A~ matice
isomorfismu =1 v.k.k.b.

Predpokladejme, Ze f je isomorfismus. Pak je i f~1 isomorfismus

(dle Véty 8); necht B € F™*" je matice f 1 v.k.k.b. Je tfeba

dokazat, 7e A je regularnia B = AL

Jelikoz jsou f a f~1 linearni, plyne z Tvrzeni 1(c), Ze jsou i f o f !
a f~1of linedrni a Ze jejich matice v.k.k.b. jsou AB a BA
respektive.

Zaroven plati f~lof =fof1=Idp, a matice identického
zobrazeni Idp» v.k.k.b. je jednotkovd matice /I, (dle Tvrzeni 6 z
Prednasky ¢.4).

Plyne, ze AB = BA = I,,, a tedy je matice A regularni a jeji
inverzni matice je B, tj. B = A~!.



Diikaz (pokracovani). Nyni dokazeme:

(2) Je-li A regulérni, pak je f isomorfismus.

Predpokladejme, Ze A je regularni. Je tfeba dokazat, ze f je
isomorfismus. Uz vime, Ze zobrazeni f je linearnf; je tfeba dokazat,
ze f je bijekce.

Definujme zobrazeni g : F" — " predpisem g(u) = A~ lu

Yu € F". (Tedy je g : F” — F" linearni zobrazeni, jehoz matice
v.k.k.b. je A1) Dokazeme, %e plati f o g = g o f = Idpn.
Vzhledem k Tvrzeni 2 z toho vyplyne, ze f je bijekce, coz je pravé
to, co potrebujeme.

Vskutku pro kazdé u € F" plati

o (fog)(u)="(g(u)) = A(A"tu) = (AA Hu = l,u = u;

o (gof)(u)=g(f(u)) =A1(Au) = (A 'A)u = l,u=u.
Tim jsme dokazali, ze f o g = gof = Idpn, a tedy je f bijekce. O



Necht IF je téleso. Necht A € F"*" je ¢tvercova matice a

f:F" — F" je zobrazeni déno predpisem f(x) = Ax Vx € F". Pak
je zobrazeni f linearni, pricemz je A jeho matice v.k.k.b. Navic jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

f je isomorfismus;

A je reguldrni (tj. A ma inverzni matici);

RREF(A) = I,;

rank(A) = n;

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feseni (tj. feSeni
x = 0).

Navfclv tomto ptipadé je f~! isomorfismus a jeho matice v.k.k.b.
je A7

© e 06 o
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Dusledek 15

Necht F je téleso a A € F™*" je ¢tvercova matice. Pak jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ A je regularni;
@ AT je regularnf;
@ rank(A) = n;
@ rank(AT) =n.

Diikaz. Dle Véty 14 jsou ekvivalentni (a) a (c), a zarover jsou
ekvivalentni (b) a (d).



@ je-li matice A € F™*" regularni, pak je i matice AT regularnf,
a navic plati (A7) = (A" 1)T;

Dusledek 15

Necht F je téleso a A € F™*" je ¢tvercova matice. Pak jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

@ A je regularni;
@ AT je regularnf;
@ rank(A) = n;
@ rank(AT) = n.

Diikaz (pokracovani). Jelikoz (AT)T = A, ekvivalence (a) a (b)
plyne z Tvrzeni 12(c). Vskutku dle Tvrzeni 12(c):
o je-li A regularni, pak je regularni i AT;

o je-li AT regulamni, pak je regularni i (AT)T = A. O



Dusledek 15

Necht IF je téleso a A € F"*" je ¢tvercova matice. Pak jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

© © 660

A je regularnf;
AT je regularnf;
rank(A) = n;
rank(AT) = n.

Poznamka: Pozdéji (za nékolik tydni) uvidime, Ze pro
kazdou matici A € F™™ plati rank(AT) = rank(A).

e Prozatim tento fakt neumime dokazat, a proto ho nebudeme
pouzivat.




o Pripomenuti: Elementarni fadkové tpravy:

© Vyména (prohozeni) dvou Fadka.

e Vyménu i-tého a j-tého fadku (i # j) znaéime ,R; <> R;".
@ Nasobeni fadku nenulovym &islem (skalarem).

e Nasobeni i-tého fadku skalarem a # 0 znacéime ,R; — aR;".
© Pricteni nasobku jednoho fadku k jinému fadku.

o P¥i¢teni a-tého nasobku i-tého Fadku k j-tému ¥Fadku (i # j)

zatime ,R; — R; + aR;".

Elementarni matice je libovolnd matice, kterou Ize ziskat
provedenim pravé jedné elementarni radkové tpravy na jednotkové
matici /,. Pro elementarni radkovou tpravu provedenou na matici s
n vadky je prislusnou elementarni matici ta matice, kterou
dostaneme provedenim téZe elementarni radkové Gpravy na
jednotkové matici /,.

e Poznamka: Jednotkova matice /, je elementarni, protoZze ji
|ze ziskat provedenim elementéarni Gpravy ,,R; — 1R;"” na
matici /,.



o Priklady:
@ Pro elementarni fadkovou Gpravu , Ry <> R," provedenou na
matici s 5 fddky mame prislusnou elementarni matici:

1 0 0 0 O
0 0 0 1 0
0 01 00O
01 0 0 O
0 0 0 01

@ Pro elementérni fadkovou tpravu ,,R, — aRy" (kde o # 0)
provedenou na matici s 3 fadky mame prislusnou elementarn{

matici:
1 0 0
[ 0 a O
0 0 1

@ Pro elementarni fadkovou Gpravu , Ry — R, + aR3”
provedenou na matici s 3 fadky mame prislusnou elementarn{

matici:
1 0 0
01 «olf.
0 0 1




@ Poznamka: Necht T je téleso. Pak jsou vektory z F”
jednoduse matice typu n x 1 s prvky v FF.

o Tedy Ize provadét elementarni radkové Gpravy na vektorech v
F".

o Dale Ize elementarni fadkové tpravy R na vektorech z F”
chapat jako zobrazeni fg : F" — F" t.z. pro kazdy vektor
u € F" je fr(u) vektor, ktery dostaneme provedenim
elementarni fadkové tpravy R na vektoru u.

o Napt. pro pevné dané o € IF, zobrazeni fr,,ry+ar; : F* — F*
je dano predpisem:

u up
U u» + aus

fRy— Ryt aRs = Yur, ug, uz, us € .
us u3

Ug Ug



e Poznamka (pokracovani):

e Jednoduse lze ovéfit, ze pro kazdou elementarni fadkovou
Gpravu R na vektorech z F” je zobrazeni fg : F" — F” linearni
(ovéfte, ze fg spliiuje oba axiomy z definice linedrniho
zobrazeni).

o Matice linedrniho zobrazeni fg : F" — F" v.k.k.b. je

Er = [ fa(er) ... fr(en) ],

coz je pravé matice, kterou ziskdme provedenim elementarni
radkové upravy R na matici /,, neboli elementarni matice
pfislusna elementarni ¥adkové Gpravé R.

o Tedy Vu € F" plati fr(u) = Eru, tj. Egu je vektor, ktery
ziskame provedenim elementarni Fadkové tpravy R na u.

o Tedy pro kazdou matici A = [ ai ... am } € F™" plati
ERA = ER [ al e am ]
= [ ERa1 e ERa,-,, ]

= [ fR(al) fR(am) ],

coz je pravé matice, kterou ziskame provedenim elementarni
radkové Gpravy R na matici A.



Necht I je téleso a A € F"*™ je matice. Pak plati:

@ je-li E elementarni matice prislusna elementarni radkové
Gpravé R na maticich s n radky, pak matice ziskana
provedenim R na matici A je rovna matici EA;

@ jsou-li Eq, ..., Ex elementarni matice prislusné elementarnim
radkovym Gpravam Ry, ..., Rk respektive na maticich s n
radky, pak matice ziskand postupnym provedenim Ry, ..., Rk

(v pravé tom poradi) na matici A je rovna matici Ex ... E1A.

Diikaz (nastin). Cast (a) plyne z diskuse na predchozich dvou
slajdech. Cast (b) plyne z (a) pomoci jednoduché indukce.
Schématicky mame:

ABEA R EEA R EBEEEA R .. R E. EEEA

O



e PFipomenuti: VSechny elementarni fadkové Gpravy jsou
vratné:
Q dprava ,R; <+ R;" zvrati sama sebe (aplikujeme-li tuto tpravu
dvakrét, dostaneme plvodni matici);
@ dpravu ,R; — aR;" (o # 0) Ize zvratit dpravou ,R; — o 1R;";
@ dpravu ,R; — R + aR;" (i # j) lze zvratit Gpravou
WRi = Ry —aR;".



Necht F je téleso. Pak plati:

@ elementarni matice jsou regularni;

@ inverzni matice k elementarnim maticim jsou opét elementarni;

@ Ctvercova matice A € F™ " je regularni pravé tehdy, kdyz
existuji elementarni matice Eq,..., E, € F™" t.2.
A= E; ... Ex (tj. matice je regularni pravé tehdy, kdyz ji Ize
vyjadfit jako soucin elementarnich matic).

Diikaz. Casti (a) a (b) dokazeme najednou, zatimco &ast (c)
dokdzeme zvlast.



@ elementarni matice jsou regularni;

@ inverzni matice k elementarnim maticim jsou opét elementarni;

Diikaz (pokracovani). Dokazme (a) a (b). Necht E je elementarn{
matice prislusna elementarni ¥Yadkové tpravé R na maticich s n
fadky. Necht R’ je elementarni ¥adkova Gprava, kterd zvrati R, a
necht E’ je elementarni matice pfislusnid R'.

Nyni si vSimneme, Ze plati:

, protoze R’
R 26
El, ~ E'El, *&R .
——
=E'E

R
In ~

a tedy E'E = I,,. Podobné plati EE’ = I,.

Dokéazali jsme, ze E'E = EE’ = I,,. Nynfi vyplyva z definice
reguldrni matice, 7e elementarni matice E je regularni a E~1 = E’.
Tim jsme dokazali (a) a (b).



@ jsou-li matice Ay, ..., Ax € F"*" regularni, pak je i matice
A ... Ay reguldrni, a navic plati (A;...A) "t =A1  ATL

Necht F je téleso. Pak plati:
@ elementarni matice jsou regularni;
@ inverzni matice k elementarnim maticim jsou opét elementarni;

@ Ctvercova matice A € F"*" je reguléarni pravé tehdy, kdyz
existuji elementarni matice Eq,..., E, € F™" t.2.
A= E;...Ex (tj. ¢tvercova matice je regularni pravé tehdy,
kdyz ji |ze vyjadfit jako soucin elementarnich matic).

Dikaz (pokracovani). Zbyva dokazat (c). Necht A € F"*"

Lze-li vyjadFit matici A jako soulin elementarnich matic, pak plyne
z &asti (b) a z Tvrzeni 12(e), ze A je regularni.




Necht I je téleso. Pak plati:

@ elementarni matice jsou regularni;

@ inverzni matice k elementarnim maticim jsou opét elementarni;

@ Ctvercova matice A € F™" je regularni pravé tehdy, kdyz
existuji elementarni matice Eq, ..., E, € F™" t.7.
A= E;...Ex (tj. ¢tvercova matice je regularni pravé tehdy,
kdyz ji Ize vyjadFit jako soucin elementérnich matic).

Dikaz (pokracovani). Pfedpokladejme nyni, Ze A je regularni. Pak
dle Véty 14 plati RREF(A) = I,. Tedy I, ~ A, tj. existuji
elementarni fadkové tpravy Ry, ..., Rk, jejichz provedenim (v
tomto pofadi) na jednotkové matici /, ziskdme matici A.

Vi€ {1,...,n}: necht E; je elementarni matice pfislusna
elementarni radkové Gpravé R;.

Pak plyne z Tvrzeni 16(c), ze E ... Eil, = A, neboli

Ev.. E=A.0



Necht I je téleso a A, B € "™ jsou matice. Pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni:

@ A~B;
@ existuji elementarni matice Eq, ..., Ex € F™" t.z.
B=E...EA

@ existuje regularni matice C € F"*" t.z. B = CA.

Diikaz. Dle definice je (a) ekvivalentni s:

(a') existuji elementarni Fadkové dpravy Ry, ..., R, na maticich s n
fadky, jejichz provedenim na matici A (v tomto poradi)
ziskame matici B.

Dle Tvrzeni 16(b) jsou (a') a (b) ekvivalentni.

Dle Tvrzeni 17(c) je matice regularni pravé tehdy, kdyz ji Ize

vyjadrit jako soudin elementéarnich matic. Tedy (b) a (c) jsou
ekvivalentni. [J



@ Konec¢né mizeme dokazat Vétu 11:

Necht A € F"*" je ¢tvercova matice (kde IF je téleso). Polozme
[ U'B]=RREF([ A I, ]).? Pak plat:

@ jestlize U = I,, pak je A regularnia A~ = B;

@ jestlize U # I,, pak je A singularni (tj. A neni regulérni).

“Tady jsou B a U &tvercové matice typu n X n.

Diikaz. Jelikoz [ U B | =RREF([ A I, |), plati RREF(A) = U.
Dle Véty 14 je matice A regularni pravé tehdy, kdyz RREF(A) = I,.
Plyne, Ze A je regularni pravé tehdy, kdyz U = I,.

Zbyva dokazat, ze plati-li U = I,, pak B = AL,

Predpokladejme tedy, ze U = I,. (Tedy je A regularni.) Pak plati,
%e RREF([ A", ])=[ I»' B], a ze RREF(A) = I,. Je tfeba
dokazat, 7e B= A1



. v v

Necht A € F"*" je ¢tvercova matice (kde IF je téleso). PoloZzme
[ U B]=RREF([ A I, ]).? Pak plati:

@ jestlize U = I,, pak je A regularni a A~ = B;

@ jestlize U # I, pak je A singularni (tj. A neni regularni).

“Tady jsou B a U &tvercové matice typu n X n.

Diikaz (pokracovani). Jelikoz [ A" I, | ~[ I, B ], plyne z
Véty 18, ze existuje regularni matice C € F™*" t.z.

C[A I, ]=[1 B]. Tedy
[In:B]:C[A‘In}:[CA:C/,,]:[CA c].
Plyne z toho, ze CA=1, a ze B= C. Tedy BA = I,. Jelikoz uz

vime, ze A je regularni, plyne z Tvrzeni 10 nize, ze A l—B O

zZ. A
Pak A~ = B.

Necht I je téleso. Necht A, B € F"*" jsou Ctvercové matice t.
je regularni a zaroven plati AB = I, nebo BA = |,.




@ Nyni ddme dohromady hlavni vysledky této prednasky,
abychom dostali ,Vétu o regularnich maticich (v.1)".

@ Véta uvadi velky pocet tvrzeni, kterd jsou ekvivalentni tvrzeni,
Ze je dand Ctvercova matice regularni.

@ Tato véta je pomérné dlouhd a postupné ji budeme dale
rozSirovat (béhem tohoto a pfistiho semestru).
@ Formalni diikaz neuvadime, ale v podstaté vsechno jednoduse
plyne z vét/tvrzeni/dasledka, které jsme uz dokazali.
o Pro formalni detaily viz skripta (Penev — oddil 1.11.7).
@ Pozor: Véta o regularnich maticich plati pouze pro ¢tvercové
matice!
o Nepouzivejte ji pro obecné matice (tj. matice, které nejsou
nutné ¢tvercové).



Véta o regularnich maticich (v.1)

Necht I je téleso a A € F"*" je €tvercova matice. Necht je dano
zobrazeni f : F" — F" predpisem f(x) = Ax Vx € F".2 Pak jsou
ekvivalentni nasledujici tvrzeni:

Q

© € ©6 e e e

A je reguldrni (tj. A ma inverzni matici);
AT je regularnf;

RREF(A) = Iy;

RREF([ A I, ])=[ I B ] pro néjakou matici B € F"*";
rank(A) = n;

rank(AT) =n

A je soucin elementarnich matic;

?JelikoZ je f maticové zobrazeni, plyne z Tvrzeni 3 z Pfednasky ¢.4, Ze f je

linearni. Navic je A matici linearniho zobrazeni f v.k.k.b.



Véta o regularnich maticich (v.1) - pokracovanf{

@

@

€

© € 0 €

homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trivialni feseni (tj. feSeni
x=0);

existuje vektor b € " t.z. rovnice Ax = b ma pravé jedno
reSent;

pro kazdy vektor b € F" ma rovnice Ax = b pravé jedno
reSeni;

pro kazdy vektor b € F” ma rovnice Ax = b nejvice jedno
reSeni;

pro kazdy vektor b € F" je rovnice Ax = b resiteln§;
zobrazeni f je prosté;

zobrazeni f je na;

zobrazeni f je isomorfismus.



