Linearni algebra 1

Prednaska ¢.4

Maticové rovnice typu AX = B a XA = B. Prvni
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Béhem pristich nékolika tydnl (dokud neprobereme télesa for-
malné, tj. axiomaticky) budeme predpokladat, ze uvaZované té-
leso I je jedno z nasledujicich: Q, R, C nebo Z, (kde p je prvo-
&islo). Nicméné, vSechno, co dokazeme béhem téchto prednasek,
bude platit pro libovolna télesa IF, nejen pro tato Ctyfi.

e Pozor: Nasledujici mnoziny nejsou télesa: N, Z, Z, (kde
n € N neni prvodislo).



s

Tato prednaska ma tfi Casti:

@ Linearni kombinace (jesté jednou)
@ Maticové rovnice typu AX =B a XA=8B

© Prvni pohled na linearni zobrazeni: linearni zobrazeni mezi F™
alF”



@ Linearni kombinace (jesté jednou)

@ PYipomenuti:

Necht T je téleso. Linearni kombinaci vektorii vy, ..., vy z F"
rozumime libovolny vektor, ktery ziskame s¢itanim jejich skalarnich
nasobk, tj. libovolny vektor, ktery lze vyjadrit ve tvaru

k
doaivi = Vit + vk,
i=1

kde aq,...,ax jsou skalary v télese FF.




@ Pripomenuti:

Linedrni obal vektorii v, ... v, z F" (kde IF je téleso), znaleny
Span({vi,...,vk}) nebo jednoduse Span(vi,...,vk), je mnozina
vsech linedrnich kombinaci téchto vektord, tedy

al,...,akEIF}.

k
Span(vy,...,vk) = {'Zla,-v,-
=




@ Pripomenuti:

Necht F je téleso. Pro matici A € F"*™ a vektor x € F™, kde
X1
A:{al am} a X = : ,
Xm
definujeme soucin Ax takto:
m
Ax = Y. xja; = xja1+ -+ xpam-
i=1

@ Tedy je Ax linearni kombinaci sloupcii matice A, pfi¢emz jsou
skalary pred sloupci uréeny slozkami vektoru x.



@ Pro téleso F a vektory ay,...,a,,b € F” plati:

b je linearni

kombinaci dx1,...,xm € F t.2.
o <~
vektort xia1+ - +XxXnam=>b
al,...,adm
dx1,...,xm € F t.2.
X1
<~
ai ...ap } ; =b
—_——
=A Xm

<— IxcF"tz Ax=Db

—= rovnice Ax = b je FeSitelna



Uvazujme nasledujici vektory (jejichz slozky jsou reédlna &isla):

NHES A A

Uréeme zda b € Span(ai, ap, a3). Polozme

A=]a a a3]= [ 12 } Gaussovou-Jordanovou

N

1 2 1
eliminaci dostavame

: 1 2 0,-1
RREF([ A'b ]) = [0 0 1; 1],
a tedy je obecné feseni rovnice Ax = b:
—2t—1

X = t
1

, kde t € R.



Ptiklad (pokracovanf)
PFripomenuti: Obecné feseni rovnice Ax = b je:
—2t—1

X = t , kde t € R.
1

Rovnice Ax = b je Yesitelnd, a proto b € Span(aj, az, a3), tj. b je
linedrni kombinaci vektorli a1, a, a3. Pro kazdou hodnotu
parametru t dostdvame vyjadreni b jako linearni kombinaci vektort
dai, dy, as. NapF.:

@ b= —aj; +a3 (prot=0);

@ b=—-3a; +ax+az(prot=1)

e b=3a; —2a; + a3 (pro t = —2).
Kvili parametru t (ktery mize nabyvat nekone¢né mnoha hodnot,
protoze téleso R je nekonecné) Ize vektor b vyjadfit jako linedrni
kombinaci vektordi nekonecné mnoha zplisoby.




P¥iklad (pokracovani)

Pokud potfebujeme pouze jedno vyjadreni vektoru b jako linearni
kombinaci vektorl aj, as, a3, Ize to udélat tim, ze ignorujeme
nebazické sloupce nalevo od svislé teckované Cary.

[4b)

TR H $ [1’;*” — RREF([A'b])

Dostavame nasledujici vyjadreni vektoru b jako linearni kombinaci
vektorli aj, ap, as:

b = (71)314’133 = —a; a3

Kvdli tomu, ze jsme nalevo od svislé teCkované cary méli
nebazicky sloupec, ktery odpovida parametru (tj. volné proménné),
nase vyjadreni vektoru b jako linearni kombinace vektorl ag, az, a3
neni jediné.




Uvazujme nasledujici vektory (jejichz slozky patfi do télesa Zs3):

a; =

O =L ON
o O =
Q
w
I
e
N O DN B

o
Il
= O = N
(@]
Il
= = O O
[=8
Il
OoON ON
= N = O

Pro kazdy z vektorli b, c,d, e urcete, zda je linedrni kombinaci
vektorli a1, ap, a3, a4, a pokud ano, vyjadrete jej jako linearni
kombinaci téchto vektord a rozhodnéte, zda je toto vyjadreni
jediné.



Regeni. PoloZme

O, ON
ON O =
e
NNODN R

Je tfeba rozhodnout, zda jsou nésledujici rovnice teSitelné: Ax = b,
Ax=c, Ax=d, Ax =e.

Lze to udélat tim, Ze vypocitdme RREF jejich rozsitenych matic, tj.
matic [ A'b ], [A'c],[A d] [A e].

Upravovani matic je ¢asové narocné, a proto se pokusime upravit
vSechny Ctyfi matice naradz tim, Ze upravime matici

[A'b c d e] =

O, ON
ON O =
R = R
—= = 0o
O N O DN
= N = O



Reseni (pokracovani). Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostavame:

RREF([A'b ¢ d e]) =

= O O O
OO = =

Plati[A'b ¢ d e|]~[A b ¢ d € ], aproto:
o [A b]~[A b ]
o [Alc]~[A ]
o [A d]~[A d]

o [A e]|~[A €]
(Vskutku, aplikujeme-li posloupnost elementérnich Fadkovych
tprav, kterou jsme aplikovali na matici [ A'b ¢ d e |,
abychom dostali matici [ A 'b’ ¢ d € |, namatici [ A b ]
dostaneme matici [ A b’ |; podobné to plati pro ostatni tfi pary
matic.)



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

RREF([A'b ¢ d e]) =

O O O
O O ON
O O = O
O = OO
= O O O
O O = =

= [A'b ¢ d €]

Plati[A'b ¢ d e]~[A b ¢ d € ], aproto:
/

o [A b]~[A V]
o [A c]~[A ]
o [Ad]|~[A d ]

o [Ae]~[A €]
Vidime, Ze rovnice Ax = b a Ax = e jsou resitelné, zatimco rovnice
Ax = ¢ a Ax = d fesitelné nejsou. Plyne, ze
b,e € Span(a1, az, a3, as), zatimco c,d ¢ Span(ay, az,as,as).

/////

(¢}

a1, a2, as, d4.



Reseni (pokracovani). Abychom vyjadrili b a e jako linearni
kombinace vektorli aj, as, a3, a4, ignorujeme nebazické sloupce
vlevo od svislé teCkované Cary:

O = =

RREF([A:b c d e})

o O O+
o o= o
o= oo

Plyne, Ze:

e b =2a; + as;

@ e =a; + as.
JelikoZ jsme méli nebazické sloupce nalevo od svislé teckované cary
(tyto sloupce odpovidaji parametriim, tj. volnym proménnym), tato
vyjadreni vektorli b a e jako linearnich kombinaci vektor(
a1, ap, a3, as nejsou jedina. [J



@ Pro vice ptikladi viz skripta (Penev, oddil 1.5.1).



@ Maticové rovnice typu AX =B a XA=8B

UvaZujme matice

123 4 5 3
A= | -131 -2, B = | -3 1/,
010 3 30

jejichz prvky jsou redlna Cisla. Vyreste rovnici AX = B.? Kolik
reseni ma rovnice AX = B?

“Vsimnéme si, ze feseni rovnice AX = B jsou redlné matice typu 4 X 2.

@ Podivdme se na dvé reseni prikladu.
o Prvnf je zcela transparentni (mélo by byt ihned jasné, pro¢
funguje).
o Druhé je kratsi: je podobné tomu prvnimu, ale budeme
upravovat pouze jednu matici misto dvou.



Uvazujme matice

123 4 5 3
A= |-131 -2/, B = | -3 1],
010 3 30

jejichz prvky jsou realna cisla. Vyreste rovnici AX = B.? Kolik
reseni ma rovnice AX = B?

?Vsimnéme si, ze feseni rovnice AX = B jsou redlné matice typu 4 x 2.

Reseni & 1. PoloZme X = [ x1 x| aB=]by by ]. Pak plati
AX=A[x1 x| =[Ax; Ax ], a proto je rovnice AX = B
ekvivalentni s

[Axl Ax2] = [bl bz}.

Je tfeba vyfesit rovnice Ax; = by a Ax; = by (proménné jsou
vektory X1 a X2).



Reseni &.1 (pokracovani). Nejd¥iv vyfeSime rovnici Ax; = b;.
Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostavame:

1 23 4,5 100 3, =
[A'by] = | -1 31 —2/-3 ~ |0 10 31 3].
010 3'3 001 215
=RReF([ A ' by |)
Obecné Feseni rovnice Ax; = by je:
st
—3s+3
X1 = , kdeseR.
B, 13



Reseni &.1 (pokracovani). Nyni vytesime rovnici Axy = by.
Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostavame:

1 2 3 4,3 1 00 30
[Ab | = -1 3 1 -211 ~ 01 0 310 |.
| 001 -8B

010 3'0

-

s

:RREF([ A'b, ])
Obecné Feseni rovnice Axy = by je:
_3ly
—3t
X2 = , kde t eR.



Reseni &.1 (pokracovani). Nyni vyéteme obecné feSeni pro

X:[Xl X2
—ds4 2 —3t
—35+4+3 -3t
X = , kdes, teR.
%s—% 14—31“—0—1
s t

Jelikoz nase feSeni ma parametry (volné proménné) a téleso R je
nekonecné, ma rovnice AX = B nekonecné mnoho feseni. [J

o Diilezité: Kdyz resime rovnici AX = B, riizné sloupce reseni
pro X nesméji mit stejné parametry!
e V prikladu vySe mame v prvnim sloupci parametr s, zatimco ve
druhém parametr t.



Uvazujme matice

1 23 4
A= |-131 =2/, B = | -
010 3

)

w w ol

3
1
0

jejichz prvky jsou realna Cisla. Vyreste rovnici AX = B.? Kolik
feSeni ma rovnice AX = B?

“Vsimnéme si, Ze feseni rovnice AX = B jsou readlné matice typu 4 x 2.

@ V nasem feSeni ¢.1 jsme upravovali dvé matice:
[Abi] 2 [Alb ],

kdeB:[b1:b2 }

@ Upravovani matic je ¢asové narocCné!

@ V nasem feSeni ¢.2 se pokusime upravit obé matice naraz tim,
Ze p¥imo upravime matici [ A’ B |=[ A by by |.



Uvazujme matice

123 4
A= |-131 —2], B = | -
010 3

)

3
1
0

w W o1

jejichz prvky jsou realna Cisla. Vyreste rovnici AX = B.? Kolik
reSeni ma rovnice AX = B?

?Véimnéme si, Ze reSeni rovnice AX = B jsou readlné matice typu 4 x 2.

Reseni ¢.2. Uvazujme matici

123 4, 53
[A'B] = | -1 31 —2:-31
010 3'"30



Reseni &.2. Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostavame:

| 100 3 20
RREF([A'B]) = [0 10 31 30
001 B

Nyni vycteme sloupce neznamé matice X jeden po druhém.

@ Prvni sloupec matice X vylteme tak, ze vyCteme FeSeni
rovnice, jejiz rozSitenou matici je matice tvorend podmatici
nalevo od svislé teckované Cary a zaroven prvnim sloupcem
napravo od svislé teckované Cary.

@ Druhy sloupec matice X vycteme podobné, ale soustfedime
se na druhy sloupec napravo od svislé tetkované Cary (misto
prvniho).



Reseni &.2 (pokracovéni). Pfipomenuti:

| 100 3, 20
RREF([A'B]) = [0 10 31 30
13 13
00 1 -B1_ 14
Obecné feseni matice AX = B je
r 31 3 31 7]
—3s+3 -3t
X = , kdes,teR.
B 13 Byl
L S t -

Jelikoz nase feSeni ma parametry (volné proménné) a téleso R je
nekonec¢né, ma rovnice AX = B nekonecné mnoho reseni. [J



o Postup pro feseni maticovych rovnic typu AX = B:
o Predpokladejme, ze jsou dany matice A € F"™*™ a B € F"*P,
kde IF je néjaké téleso, a potfebujeme vyresit rovnici AX = B.
@ Pozor: matice A a B musi mit stejny pocet radki. Pocet
sloupcii se mize lisit.
o Kazdé feseni pro X bude matici typu m X p.
o Nejdfive vypoclitame RREF( [ A ‘ B ])

o Dostaneme-li ¥adek tvaru [ 0 ... 0 x ... =x |, kdeje
alespon jedna * nenulova, rovnice AX = B neni feSitelna.

o NapF. dostaneme-li tadek [ 0 0 0'1 0 3 |, pak
neexistuji zadna feseni pro druhy a Ctvrty sloupec matice X.

o Predpokladejme nyni, Ze jsme zadny takovy radek nedostali.
Pak je rovnice AX = B Fesitelna.

e Sloupce FeSeni matice X vylteme jeden po druhém.

o Pro kazdy index sloupce j € {1,..., p} je j-ty sloupec matice
X FeSenim rovnice, jejiz rozsirenou matici je matice tvorena
podmatici RREF( [ A B | ) nalevo od svislé te¢kované &ary
a j-tym sloupcem napravo od svislé teckované Cary.

@ Pozor: riizné sloupce feSeni matice X nesméji mit zadny
spolecny parametr!



e Pfipomenuti: ¢ ¢ 4 0
¢ x x x x O ok k%

. ¢ x x x x O T * % % ¥

A = ¢ x x x x O — A - * % % %
¢ x x x x O * ok k%
(ORI

Tvrzeni 14 z Prednasky 3

Pro libovolné matice A, B a libovolny skalér « plati nasledujici (za
predpokladu, ze matice jsou pro danou operaci vhodného typu a ze
prvky nasich matic i skalar patfi do stejného télesa FF):

@ (AT)T =4 @ (eA)T =aAT

@ (A+B)T =AT +BT; @ (AB)T =BTAT.

@ Maticovou rovnici typu XA = B YeSime takto:
o NejdFive transpozici obou stran rovnice a dostaneme
ATXT =BT,
o Poté vytedime rovnici ATXT = BT pro XT.
o Nakonec transponujeme nase Yedeni pro X', abychom dostali
feseni pro X.



Uvazujme matice

11

1010
2 1 B:[
0 3 2 3 2 3

>
Il
W~

1
2
0

W ==

1

2 Y
s prvky z télesa Zs. Vyreste rovnici XA = B.? Kolik reseni ma
rovnice XA = B?

“Vsimnéme si, ze feseni rovnice XA = B jsou matice typu 2 X 3 s prvky z
télesa Zs.

Reseni. Vsimnéme si, ze: XA= B <= ATXT = BT.
Nejd¥ive vyredime rovnici AT XT = BT pro XT. UvaZujme matici:

[AT BT ] =

el
=N =N
— O, OKR
N WINWDN



Reseni (pokracovani). Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostavame:

10 1,2 1
01 214 1
RREF([ AT BT ]) = |0 0 00 0
00000
00000

Obecné fedeni matice AT XT = BT pro X7 je:

4s+2  At+1
XT = 3s+4 3t+1 |, kdes, teZs.
s t

Obecné Yeseni rovnice XA = B je:

. 4s + 2 3s+4 s
X = 441 341 el kde s, t € Zs.
Nase obecné Feseni rovnice XA = B ma 2 parametry (konkrétné
s, t), zatimco téleso Zs ma 5 prvkd. Plyne, Ze rovnice XA = B ma
52 = 25 Yedeni. [J



@ Pro vice ptikladi viz skripta (Penev, oddil 1.9).



© Prvni pohled na linearni zobrazeni: linearni zobrazeni mezi F™
alF”

Necht F je téleso. Zobrazeni f : F™ — " je linedrni pokud plati:
Q Yu,veF": f(u+v) = f(u)+ f(v);
Q@ VucF" acF: f(au) = af(u).

Necht IF je téleso a f : F™ — " je linearni zobrazeni. Pak pro
vSechny vektory vy, ..., v, € F™ a skalary ag,...,ax € F platf:

f(alvl + -+ akvk) = alf(vl) + -+ akf(vk).

Diikaz (nastin). Plyne z definice linedrniho zobrazeni pomoci
jednoduché indukce podle k. [J



Rozhodnéte, zda jsou nésledujici zobrazeni linedrni (a dokazte své
tvrzeni).

@ f: ]1_%3 —>_R2 definované predpisem

X1 r
_ | x1—x+x3
f( iz ) = X1 + %o ] Vx1, X2, x3 € R.
3 L
@ g: 73— 74 definované predpisem
_ - [ X1
X X1 + X
g( X; ) = 1X2 2 VXl,XQEZQ.
- 1
* X1+ X
.73 2 4.f A Ve i _ 11T X2
@ h:7Z3 — Z3 definované predpisem h( f ) = X ]
3

VX1, X0, X3 € Z3.



o Poznamka:
o Chceme-li dokazat, ze dané zobrazeni je linedrni, musime
dokazat, ze spliuje oba axiomy z definice linedrniho zobrazeni.
o Chceme-li dokazat, Ze dané zobrazeni neni linearni, staci
dokéazat, Ze nespliuje jeden ze dvou axiom0 z definice.



@ f:R3 — R? definované predpisem

X1
f( X2 ) = [ X1 =X+ X3 ‘| Vx1, X2, x3 € R.

X1+ X2
X3

Reseni. (a) Tvrdime, Ze zobrazenf{ f je linearni. Své tvrzeni
dokazeme tim, ze ukazeme, ze f spliiuje oba axiomy z definice
linedrniho zobrazeni.

u Vi
1.Nechtu= | us | av=| w | jsou vektory z R3. Dokazme,
us V3

ze f(u+v) = f(u) + f(v). K tomu spoéitdme (na nasledujicim
slajdu):



Reseni (pokracovani).
Vi u+wv
+ Vo ) = f( us + vo )
%] uz + v3

[ (u+w) = (4 wv)+ (u3+w) }

us

flu+v) = f( { Z;

(1 +v1) + (124 v2)

[ (ur — w4+ u3) + (vi — va+ 13) ]
(1 + w)+(vi + v2)

_ _Ul—U2+U3 I vi— W+ v3
u1 + up Vit W

(=) f(lii W({Q])
us V3
= )+ (V).

kde (*) a (**) plynou z definice zobrazeni f.



Resenf (pokracovani). 2. Necht u =

u
up | jevektorzR3aa R
u3

je skalar. Dokazme, Ze f(au) = af(u). K tomu spocitame:

f(au)

aup — Uy + aus
aup + aup

{Ul_UZ‘FUS]
[0

i+

(%)

oy
(677)) )
aus
a(uy — up + u3)
a(uy + w)

kde (*) a (**) plynou z definice zobrazeni f.

Dokazali jsme, Ze f spliuje oba axiomy z definice linedrniho
zobrazeni. Plyne, ze zobrazeni f je linearni. [J



@ g : 73— 73 definované predpisem
X1
X1 | x1t+x
g([)@])— % Vx1,Xx0 € 7.
1

Reseni. (b) Tvrdime, 7e zobrazeni g nespliiuje axiom 1 z definice
linedrniho zobrazeni, a proto g nenf linearni.

1
Abychom toto dokazali, uvazujme napf. vektory u = [ 1 ] a

1 “ oy , o ,
V=117 73 a véimnéme si, Ze (na nésledujicim slajdu):



Reseni (pokracovani).

zatimco
gu)+g(v) = g([ﬂ)m([ﬂ) = (1) {(}}
1 1

|
T 1 T
cocoo
L 1 L

Plyne, ze g(u + v) # g(u) + g(v), a proto g nenf linearni. O



X1

@ h: 2§ — 73 definované predpisem h( | xo | ) =
X3

X1 + X2
X1X2

Vx1, X0, X3 € Z3.

Reseni. (c) Tvrdime, Ze zobrazeni h nespliiuje axiom 2 z definice
linedrniho zobrazeni, a proto h neni linearni. Abychom toto
1

dokazali, uvazujme napt. vektoru= | 2 | z Zg askalara =2z
0

Z3 a vSimnéme si, ze

@ h(au) = h(2

I=2l2]-[3]

Tedy h(au) # ah(u), a plyne, Ze h neni linearni. O

h
2
_0_
B
oah(u):2h( 2
| O




Necht T je téleso a f : F™ — " je linedrni zobrazeni. Pak plati
f(0)=0.7

?V rovnosti f(0) =0 médme 0 € F™ a 0 € F".

Proof. V§imnéme si, ze

—

*

f(0) = £(0-0) ¥ 0f(0) = O,

~

kde (*) plyne z linearity zobrazeni f. [J

@ Poznamka: Tvrzeni 2 Ize obcas pouzit, abychom dokazali, ze
dané zobrazeni neni linearni.



Necht IF je téleso a f : F" — F” je linearni zobrazeni. Pak plati
f(0) =0.

@ g:73 — 735 definované predpisem

X1
X1 | x1tx
g( % 1)— % Vx1,x0 € Zo.
1

o Napt. zobrazeni g (vyse) neni linearni, protoze g(0) # 0.
@ Upozornéme vsak, ze obracené tvrzeni k tvrzeni 2 neplati:
miZe nastat, ze zobrazeni f : F™ — F" (kde IF je néjaké

téleso) splnuje f(0) = 0, ale presto neni linearni.



Necht F je téleso a f : F” — F” je linearni zobrazeni. Pak plati
f(0) =0.

@ h:7Z§ — 73 definované predpisem h( X2 ) = l X1+ ]

Vx1, X0, X3 € Z3.

e Nap¥. pro zobrazeni h (vyse) plati h(0) = 0, pfestoze h neni
linearni (coz jsme uz dokazali).



@ Poznamka: Geometricky vzato lineadrni zobrazenf{
f : R™ — R" zobrazuje pfimky na pfimky nebo na body, coz
je jednim z divodi pro oznaceni , linearni*.

e Formalni diikaz vynechavame, ale mizete si ho precist ve
skriptech (Penev, oddil 1.10.2 — nepovinna Cetba).
e Jak jsme vidéli (Tvrzeni 2), linedrni zobrazeni zaroveri
zobrazuje pocatek na pocatek.
@ Pozor: Ne vsechna zobrazeni f : R™ — R”, kterd zobrazuji
pfimky na pfimky nebo na body, a zaroven zobrazuji pocatek
na pocatek, jsou linearni!



Necht I je téleso, necht A € F"™ je matice a definujme zobrazeni
f:F™ — F" predpisem f(x) = Ax pro vSechna x € F™. Pak je f
linedrni zobrazeni.

Dikaz. Podle zakladnich vlastnosti soucinu matice a vektoru plati:
@ VYu,velF™ A(u+v) = Au+ Ay,
@ YueF" acF: Alau) = a(Au).
Plyne, ze:
Q Yu,velF™:

i

flu+v) = Alu+v) = Au+Av = f(u)+f(v);

—~
~

Q@ YVueF" acl:
flau) = Alau) 2 o(Au) = aof(u).

Tim jsme dokazali, ze f je linedrni. [



Necht I je téleso, necht A € F"™ je matice a definujme zobrazeni
f:F™ — F" predpisem f(x) = Ax pro vSechna x € F™. Pak je f
linedrni zobrazeni.

@ Zobrazeni tvaru x — Ax, kde A je néjakd pevné dana matice,
se obcas nazyvd maticovym zobrazenim.

@ Dle Tvrzeni 3, maticova zobrazeni jsou linearni. Zkusme
popsat maticova zobrazeni trochu podrobnéji.

o Predpokladejme, Ze A= [ a;; | je néjaka matice v F"*™
(kde T je néjaké téleso), a definujme zobrazeni f : F™ — F"
predpisem f(x) = Ax Vx € F.

o Nyni pro kazdy vektor x = x1 ... xp ]T z F™ plati (na
nasledujicim sladju):



3171 3172 e 217,,7 X1

a1 4a22 ... a2 m X2
fx) = Ax = ) : )

anl dan2 --- dnm Xm

aiixy +ai2xo + -+ a1, mXm
a1X1 + a2X2 + -+ -+ 32 mXm

an1X1 + an2X2 + -+ + anmXm

@ Nase maticové zobrazeni tedy kazdému vektoru x € F"
pritazuje vektor v F", jehoZz kazda slozka je linedrni kombinaci
slozek vektoru x, pricemz koeficienty této kombinace jsou
dany prislusSnym radkem matice A.



o Pfipomenuti: Necht F je téleso. Prone Na i€ {1,...,n}
ozname e vektor v [F”, jehoz i-ta slozka je 1, zatimco
vSechny ostatni slozky jsou nulové.

"0

(¢}
-3
|

—_

<— j-ta slozka

@ Je-li n jasné z kontextu, vynechavame horni index n a piSeme

prosté er,...,e, namisto ef,..., e}, respektive.
@ Vektory ey, ..., e, nazyvame kanonickymi jednotkovymi
vektory, zatimco mnozinu &, := {ey,...,e,} nazyvime

kanonickou bazi prostoru F".



e Pripomenuti:

Tvrzeni 2 z Prednasky 3

Necht F je téleso. Pro kazdou matici A= a; ... am | vF™"
a kazdy index i € {1,..., m} plati Ae[” = a;.

o Poznamka: Tvrzeni 2 ¥ik4, ze vynasobeni matice A i-tym
kanonickym jednotkovym vektorem dava i-ty sloupec pidvodni
matice A.



Necht I je téleso, necht A € F"™ je matice a definujme zobrazeni
f :F™ — F" predpisem f(x) = Ax pro vSechna x € F™. Pak je f
linedrni zobrazeni.

@ Podle Tvrzeni 3 je kazdé maticové zobrazeni linearni.

@ Zajimavé vsak je, ze v jistém smyslu plati i obracené tvrzeni.

Necht F je téleso a f : " — F” je linearni zobrazeni. Pak existuje
jedind matice A € F™ ™ t.z. ¥x € F™ plati f(x) = Ax. Navic je
tato matice A dadna vzorcem

A = [fler) ... flem) ],
kde ey, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z F™.

@ Terminologie: Matice A se nazyva matici linearniho zobrazeni
f vzhledem ke kanonickym bazim.

o Terminologii vysvétlime pozdéji (za nékolik tydna).



Necht I je téleso a f : F™ — " je linedrni zobrazeni. Pak existuje
jedind matice A € F"™*™ t.z. ¥x € F™ plati f(x) = Ax. Navic je
tato matice A dana vzorcem

A = [fler) ... flem) ],
kde ey, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z ™.

@ Nejdfive se podivame na priklad, pak uvedeme a dokazeme
jinou vétu (Vétu 5), pak pouzijeme Vétu 5, abychom dokazali
Vétu 4.



Uvazujme linearni zobrazeni f : R3 — R? definované predpisem

xq
. X1 — X2 + X3
f( o ) - [ iy } Vxi, X2, 3 € R.

(V minulém prikladu jsme dokazali, ze f je linearni.) Vypocitejte
matici linedrniho zobrazeni f vzhledem ke kanonickym bazim.

Reseni. Nasledujici matice je matici linedrniho zobrazeni f
vzhledem ke kanonickym bazim:

1 -1 1
A = [ f(el) f(82) f(e3) ] = |: 1 10 :| . 0
o Vskutku, pro kazdy vektor x = x1 x» x3 ]T € R3 plati:
X1
o 1 -1 1 o X1 — Xo + X3 o
Ax = |:1 1 O:| X - l: x1 + X ] = f(x).

X3



Necht T je téleso. Necht a;, ..., a,, jsou libovolné vektory z F" a

poloZme A:= | a; ... a, |. Pak existuje jediné linearni
zobrazeni f : F™ — F", které spliiuje f(e1) = ay,...,f(en) = am,
kde ej, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z ™. Navic je

toto linearni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € .

o Poznamka: Véta 5 v podstaté ¥ika, ze linearni zobrazeni
f:F™ — F" (kde F je néjaké téleso) mizeme zcela urdit tim,
ze uréime obrazy kanonickych jednotkovych vektor(
€e,...,enz F™.

o Navic tyto obrazy (vektory ai,...,a, z Véty 5) mizeme zvolit

libovolné: mizZeme tedy kanonické jednotkové vektory z F™
poslat na libovolné vektory v F".



Necht I je téleso. Necht a1, ..., a,, jsou libovolné vektory z F" a

polome A:=| a; ... a, |. Pak existuje jediné linedrni
zobrazeni f : F™ — F", které spliiuje f(e1) = ai,...,f(em) = am,
kde eq, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z F™. Navic je

toto linedrni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € F".

@ Napr. provektoryal—{;},ag—[z}ag—{g}2R2,

existuje jediné linearni zobrazeni f : R3 — R? t.7.
f(e1) = a1, f(ex) = ap, f(e3) = a3. Toto f je dano predpisem

f(X): [a1 ar 33][X2] = [;ig}lx:]

X3

x1 + 3x2 + 5x3
2X1 + 4X2 + 6X3

VX:[Xl Xo X3]T€R3.



Necht I je téleso. Necht a1, ..., a,, jsou libovolné vektory z F" a

poloZme A:=| a; ... a, |. Pak existuje jediné linedrni
zobrazeni f : F™ — F", které spliiuje f(e1) = ai,...,f(em) = am,
kde ey, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z F™. Navic je

toto linedrni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € F".

Dikaz. Existence. Potfebujeme sestrojit zobrazeni f : F'" — F”,
které spliuje f(e1) = ai,...,f(em) = an.

Definujme zobrazeni f : F™ — F" predpisem
f(x)=Ax  Vxel™

Zobrazeni f je maticové, a tedy linedrni (dle Tvrzeni 3). Navic pro
kazdy index i € {1,..., m} plati

f(ei) - Aei = [ aip ... am } e; (; a;,

~

kde (*) plyne z Tvrzeni 2 z Pfednasky 3.



Necht T je téleso. Necht a;, ..., a,, jsou libovolné vektory z F" a

poloZme A:=| a; ... a, |. Pak existuje jediné linearni
zobrazeni f : F™ — F", které spliiuje f(e1) = a1,...,f(en) = am,
kde ej, ..., e, jsou kanonické jednotkové vektory z ™. Navic je

toto linearni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € .

Dikaz (pokracovani). Jednoznacnost. Necht 7 : F™ — F" je
libovolné linearni zobrazeni, které spliuje
fler) =ai1,...,f(em) = anm.

Pottebujeme dokazat, Ze plati f(x) = Ax Vx € F™.

Necht x=[ x1 ... Xm ]T je libovolny vektor z ™. Pak plati
X = xje1+ -+ Xmem,

a spocitdme (na nasledujicim slajdu):



Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: f(e1) = ay, ..., f(em) = an.

flx) = f(xlel I Xmem)

= xif(er) 4+ + xmf(em)

xjay + -+ + Xmam

X1
=" [a ... ap]

Xm

= Ax

)

kde (*) plyne z linearity zobrazeni f, (**) plyne z faktu, zZe
f(e1) =ai,...,f(em) = an, zatimco (***) plyne z definice
soucinu matice a vektoru. [J



o Dokazali jsme:

Necht T je téleso. Necht a;, ..., a,, jsou libovolné vektory z F" a
poloZme A:= | a; ... a, |. Pak existuje jediné linedrni
zobrazeni f : F™ — ", které splnuje f(e1) = a1,...,f(em) = am,
kde ej, ..., e, jsou kanonické jednotkové vektory z ™. Navic je
toto linearni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € ™.

@ Nyni dokazme:

Necht F je téleso a f : F" — F” je linearni zobrazeni. Pak existuje
jedind matice A € F"™*™ t.z. V¥x € F™ plati f(x) = Ax. Navic je
tato matice A ddna vzorcem

A = [fler) ... flem) ],
kde eq, ..., e, jsou kanonické jednotkové vektory z ™.




Necht F je téleso a f : F" — F” je linearni zobrazeni. Pak existuje
jedind matice A € F"™*™ t.z. Vx € F™ plati f(x) = Ax. Navic je
tato matice A ddna vzorcem

A = [fler) ... flem) ],
..,€m jsou kanonické jednotkové vektory z F™.

kde ey, .

Diikaz. Existence. Polozme aj := f(e1),...,am :=f(em) a

A= [a ... an| = |[fler) ... flem)].
Podle Véty 5 plati f(x) = Ax Vx € F™.

o Vskutku, f : F™ — [F” je linearni zobrazeni, které splnuje
f(e1) =ai,...,f(em) =am.
o Tedy dle Véty 4 plati f(x) = AxVx € F™.
Tim je dokazéana existence.



Necht I je téleso a f : F™ — " je linedrni zobrazeni. Pak existuje
jedind matice A € F™*™ t.z. Vx € F™ plati f(x) = Ax. Navic je
tato matice A dana vzorcem

A = [f(el) f(em)],
kde ey, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z ™.
Dikaz. Jednoznaénost. Necht B=[ b; ... b, | je libovolna

matice z F"™*™ t.z. f(x) = Bx Vx € F™. Potfebujeme dokazat, ze
B=1[ f(er) ... f(em) .

VsSimnéme si, ze pro kazdé i € {1,..., m} plati

—

*

f(e,-) = Be,- = b,'

~

kde (*) plyne z Tvrzeni 2 z Pfednasky 3. Tedy
B = [bl bm} = [f(el) f(em)]

Tim je dokazéana jednoznacnost. [J



Necht I je téleso a f : F™ — " je linedrni zobrazeni. Pak existuje
jedind matice A € F™*™ t.z. Vx € F™ plati f(x) = Ax. Navic je
tato matice A dana vzorcem

A = [ fler) ... f(em) ],
kde ey, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z ™.

@ Terminologie: Matice A se nazyva matici linearniho zobrazeni
f vzhledem ke kanonickym bazim.

Necht T je téleso. Necht a;, ..., a, jsou libovolné vektory z F" a
poloZme A:= | a; ... a, |. Pak existuje jediné linedrni
zobrazeni f : F™ — F", které spliiuje f(e1) = a1,...,f(em) = am,
kde ej, ..., e jsou kanonické jednotkové vektory z ™. Navic je
toto linearni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € .




Pro libovolnou mnozinu X je identické zobrazeni na X zobrazenf
Idx : X — X definované pfedpisem ldx(x) = x pro vSechna x € X.

e Pripomenuti:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 O 1 0
0 0 O 01

nxn

Necht T je téleso. Pak je identické zobrazeni Idgs : F" — F”
linedrni a jeho matice vzhledem ke kanonickym bazim je
jednotkova matice /,.




Necht T je téleso. Pak je identické zobrazeni Idgs : F" — F”
linedrni a jeho matice vzhledem ke kanonickym bazim je
jednotkova matice /,.

Dikaz. Je ztejmé, ze Idp» : F7 — F" spliiuje oba axiomy z definice
linedrniho zobrazeni, a tedy je ldg» linearni. Podle Véty 4 jeho
matice vzhledem ke kanonickym bazim je

[ ldp(e1) ... ldm(e,) ] = [e ... e | = b



Necht T je téleso. Necht a;, ..., a,, jsou libovolné vektory z F" a

poloZme A:= | a; ... a, |. Pak existuje jediné linedrni
zobrazeni f : F™ — ", které splnuje f(e1) = a1,...,f(en) = am,
kde es, ..., e, jsou kanonické jednotkové vektory z ™. Navic je

toto linearni zobrazeni f dano predpisem f(x) = Ax Vx € .

@ Dle Véty 5 linearni zobrazeni f : F™ — F" (kde FF je néjaké
téleso) Ize urdit tim, ze uréime obrazy kanonickych
jednotkovych vektorti ey, ...,e, z F™.

o Navic tyto obrazy (vektory as, ..., a, z Véty 5) mizeme zvolit

libovolné: mizZeme tedy kanonické jednotkové vektory z F™
poslat na libovolné vektory v F".

@ Co kdyZ mame néjaké vektory uy,...,u, € F" a
Vi,...,Vx € F" (pficemZ uy, ..., u, nemusi byt kanonické

jednotkové vektory)?
e Musi existovat linearni zobrazeni f : F™ — F” t.z. plati
f(ul) = Vi,..., f(uk) = Vk?
o Ne vzdycky! (Zalezi na vektorech ug,...,ux a vy, ... vg.)



@ Napf. uvazujme nasledujici redlné vektory:

oo 3]} we[} ]3]

1 1 1
V] = 1], vy = 2 4, V3 = 2
1 3 4

o Pak neexistuje zadné linearni zobrazeni f : R? — R3 t.7.
f(u1) = vy, f(up) = vo, f(u3z) = vs.
@ Vskutku, kdyby takové linearni zobrazeni f existovalo, pak by

platilo:
flus) = f(2u1 —uy) protoZe uz = 2u; — U
= 2f(up) — f(u2) dle linearity
= 2vi —Vp
# Vs,

COZ je spor.



Rozhodnéte, zda existuje linedrni zobrazeni f : Z% — 73, které
spliuje:

of([1 21 2] )=[110]"
o f([2 22 2] )=[20 1]
of([1 01 0] )=[12 1]
of([0 10 1] )=[01 1]
of([1 10 1] )=[00 0]
of([o 0 1 1] )=[010]"

Existuje-li takové linearni zobrazeni f, urcete, zda je jediné.




Reseni. Pro zjednoduseni zapisu zavedeme:

1 2 1
2 2 0
b; := 1| b, := E bs := 1|
L 2 ] L 2 | L 0 |
0 T 17 [0
1 1 0
b4.— 0 5 b5-— 0 ) b6'_ 1 )
| 1 | L1 | L1 |
M1 7 27 17
C1 = 1 Cy = 0o |, Cc3 = 2 |,
L 0 | L 1 ] L 1 ]
07 07 07
Cy = 1 ; Cs .= 0 s Ce .= 1
1] L0 | L o0 ]

Musime rozhodnout, zda existuje linearni zobrazeni f : Z4 — Z3
t.z. f(b;) =c; Vi € {1,...,6}, a pokud existuje, zda je jediné.



Resenf (pokracovani). Pfipomenuti: Musime rozhodnout, zda
existuje linearni zobrazeni f : Z3 — 73 t.z. f(b;) = ¢;
Vie{l,...,6}, a pokud existuje, zda je jediné.
To je ekvivalentni urceni, zda existuje matice A € Zg” t.z.
Ab; =c; Vi € {1,...,6}.

@ Matice A je zde matici linedrniho zobrazeni f vzhledem ke

kanonickym bazim.

Dostali jsme soustavu Sesti rovnic (v nichZ je nezndma matice A):

Ab; =c¢;, Aby =c3, Abz=c3, Abs=c;, Abs=cs, Abg = cs.
Tato soustava je ekvivalentni s rovnici

A[bl b2 b3 b4 b5 bﬁ} = [Cl Cr C3 C; Gy CG],

=B =:C
ve kterd je nezndma matice A.

@ Dostali jsme maticovou rovnici AB = C, kde A je neznama.

@ To je maticova rovnice typu , XA = B".



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti: Musime vy¥eit maticovou
rovnici AB=C,kde B=[by ... bg]aC=[ec ... ¢ ],
zatimco A je neznama.

Transpozici obou stran rovnice AB = C dostaneme BT AT = CT.
Nyni sestrojime matici:

b/ | cf 1 212,110

b{;c{ 2222201

(BT CT] - bjicg | _ |1 010,121
: b/ ' ¢ 010101 1]’

bl | ¢l 1 101,000

bl "¢l 001 1'010

a Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostdvame (nasledujici slajd):



Reseni (pokracovani).

RREF([ BT 'CT]) =

O OO OO
O OO OO
OO O+ OO
OO, OON
OO R, NON

Tedy rovnice BT AT = CT ma jediné Yedeni, a zejména

0 2 2
1 00
T _
AL = 1 0 2
2 11
Transpozici dostavame jediné feSeni rovnice AB = C:

011 2

A = 2 0 01

2 0 21

Existence a jednoznacnost matice A implikuji, ze existuje jediné
linearni zobrazeni f : Z4 — Z3 t.z. f(b;) =c¢; Vi € {1,...,6}.



@ Poznamka: Matice

A:

NN O
O O
N O =
= =N

je matici (jediného) linedrniho zobrazeni f : Z — 73 t.2.
f(b,) =c; Vi€ {1, e ,6}
e Pomoci matice A mizeme urcit predpis pro nase linearni

zobrazeni f. -
o Prokazdéx =[x x x3 x4 | v Z4 platf:

ro 1 1 2 X
fx) = Ax = 2001] e
L2 0 2 1 =
Xa
[ X0+ x3 4+ 2xs
= 2x1 + Xa
L 2x1 + 2x3 + xa

@ Pro vice ptikladi viz skripta (Penev, oddil 1.10.4).



@ Nyni se podivejme na nékolik geometrickych prikladi
(s hezkymi obrazky).
@ Zaméfime se konkrétné na nékolik specialnich linearnich
zobrazeni f : R? — R?.
o Nebudeme formalné dokazovat, ze tato zobrazeni jsou linearni.
o Chcete-li se o jejich linearité pfesvédcit, zamyslete se nad tim,
co se geometricky stane se soucty a skaldrnimi nasobky
vektor( pti pisobeni téchto zobrazeni.

o Poznamka: Kanonické jednotkové vektory e, e, v roviné R?:

T




o Otoceni (rotace). Zobrazeni ry : R? — R2, které ota&i kazdy

vektor kolem pocatku o Ghel 8 proti sméru hodinovych rucicek,
je linearni, a jeho matice vzhledem ke kanonickym bazim je:

sind cos

[ wer) roles) } _ [ cosf —sinf ] '

9

ro(u)

T

Vsimnéme si, Ze rotace o Ghel § po sméru hodinovych rucicek
je totéz jako rotace o thel —8 proti sméru hodinovych rucicek
(proto stali uvazovat pouze rotace proti sméru hodinovych
ruciCek, pokud zaroven pFipustime i zaporné thly).



o Ortogonalni projekce. Je-li L pfimka v R?, ktera prochazi
poc¢atkem, je ortogonalni projekce proj, : R? — R? na L
linearn.

Ty

projz(u)

T

e Prozatim neumime vypoditat matici tohoto linearniho
zobrazeni vzhledem ke kanonickym bazim (potfebovali bychom
na to vice teorie, nez prozatim zname).

e Nicméné tuto matici uz umime vypocitat v nékterych
specialnich pripadech.



@ Ortogonalni projekce.
o UvaZujme ortogonélni projekce proj, , proj,, : R? — R? na osy

X1 a xp respektive.
Xy

Proja,(u)

projy, (u) 1

e Pro kazdy vektor u = [ Zl } € R? plati:
2

u2

o )= | o | o= | |



X2

proj,,(u)

projy, (w) 1

o Matice ortogonalni projekce proj, vzhledem ke kanonickym
bazim je

[ proj,,(e1) proj(e2) | = [er 0] = [0 8]

Matice ortogonalni projekce proj,, vzhledem ke kanonickym
bazim je
0
e

[ pri(e) poiafen ] = [0 e] = [



o Osova symetrie. Je-li L pfimka v R?, ktera prochazi
polatkem, je zobrazeni osové symetrie ref; : R? — R? podle
primky L linearni.

X9

refz(u)

Ty

e Podobné jako v pfipadé ortogonalni projekce prozatim
neumime vypocitat matici ref, vzhledem ke kanonickym bazim
(pro libovolnou pfimku L prochézejici pocatkem).

e Nicméné tuto matici uz umime vypocitat v nékterych
specialnich pripadech.



o Osova symetrie.
o UvaZujme osové symetrie ref, : R? — R? a ref,, : R? — R?

podle osy x; a osy x» respektive.
T

ref,,(u)

Ty

ref, (u)

o Pro kazdy vektor u = [ Zl } € R? platf:
2



ref,, (u)

T

ref, (u)

o Matice linedrniho zobrazeni ref,, vzhledem ke kanonickym
bazim je:

[ refxl(e1) refxl(eg) } = [ e —ep ] = |: é _? :| .

Matice linedrniho zobrazenf ref,, vzhledem ke kanonickym
bazim je:

[ refy(er) refo(er) | = [ e e ] = [_(1) 2}



o Dilatace. Je-li @ € R skalar, potom zobrazeni, které nasobi

kazdy vektor v R? skalarem «, je linearn.

X9 T
dilatace skaldrem o«

— = o

Uy il ‘ aup  x

e Matice tohoto linedrniho zobrazeni vzhledem ke kanonickym

bazim je
[ ae; «oes ] = |: a 0 :| .
0 «



o Horizontalni zkoseni. Horizontalni zkoseni v R? je zobrazeni
z R? do R? dané predpisem

NEN
" o1 |"

HE

kde k je pevna redlnd konstanta.
e Toto zobrazeni mé za nasledek horizontalni ,,naklonéni*
objektd v soufadnicové roviné (pfi zachovani vertikalni slozky).
o Na naésledujicim slajdu je to ilustrovano pro ptipady k =1 a
k=-1.

tj. predpisem
up + kuo
L







o Vertikalni zkoseni. Vertikalni zkoseni v R? je zobrazen{ z R?
do R? dané predpisem

tj. predpisem

ui uq
—
up kui 4+ up
kde k je pevna redlnd konstanta.
o Toto zobrazeni ma za nasledek vertikalni ,naklonéni* objektl v
soufadnicové roviné (pfi zachovani horizontélni slozky).
o Na nasledujicim slajdu je to ilustrovano pro ptipady k =1 a
k=-1.



o Vertikalni zkoseni. u s [ i (1’ } u
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