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Béhem pristich nékolika tydnl (dokud neprobereme télesa for-
malné, tj. axiomaticky) budeme predpokladat, ze uvaZované té-
leso I je jedno z nasledujicich: Q, R, C nebo Z, (kde p je prvo-
&islo). Nicméné, vSechno, co dokazeme béhem téchto prednasek,
bude platit pro libovolna télesa IF, nejen pro tato Ctyfi.

e Pozor: Nasledujici mnoziny nejsou télesa: N, Z, Z, (kde
n € N neni prvodislo).
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Tato prednaska ma Sest Casti:
O Algebraické operace s vektory a linearni obal
@ Soucin matice a vektoru
@ Linearni soustavy (maticovy tvar)
© Hodnost matice
© Operace s maticemi

© Transpozice matice



@ Algebraické operace s vektory a linedrni obal

@ Necht [ je téleso.

X1 Y1
e Pro vektory x = : ay= : v F" definujeme
Xn Yn
X1+ W X1 — W
o X+y:= ; @ X—Yy:i= :
Xn + Yn Xn = Yn
X1
e Pro vektor x = : v F" a skaldr o € F definujeme
Xn

QX1

aXp
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o V R? s¢itani vektorii a nasobeni skaldrem vektoru maji
geometrickou interpretaci.

o Sditani:

aq bl (13+[)2 T




o Nasobeni vektoru v R? skalarem interpretujeme takto.

ar
o Jestlize ¢ > 0:

9 9
cas

@ Necht a = [ 1 ] je vektor v IR? a ¢ € R je skalar.

c>0

‘ a T cay Ty

@ Jestlize ¢ < 0:

(e <0)

a 1

ca

cas

@ Jestlize ¢ =0, pak ca = 0, coz je pocatek.



@ Pro vektory a = [ a1 ] ab= l b ] v R? plati
an b2

T

a—b| ...

b

@ Pro vektory v R3 mame podobnou interpretaci operaci s
vektory, jen v trojrozmérném prostoru.



Necht T je téleso. Linearni kombinaci vektorii vy, ..., vy z F"
rozumime libovolny vektor, ktery ziskame sc¢itanim jejich skalarnich
nasobk, tj. libovolny vektor, ktery lze vyjadrit ve tvaru

K
>oaivi = oqvi+ -+ v,
i=1

kde aq,...,ax jsou skalary v télese FF.
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Necht F je téleso. Linedrni kombinaci vektort vy, ..., v, z F"
rozumime libovolny vektor, ktery ziskdme sc¢itanim jejich skalarnich
nasobkd, tj. libovolny vektor, ktery lze vyjadrit ve tvaru

k
Qv = v+t g,
i=1
kde aq,...,ak jsou skalary v télese IF.

@ Pozndmka: V " (kde F je téleso), nulovy vektor 0 je linearn{
kombinaci libovolnych vektor( vy, ..., v, protoze

0 = Ovy+- -+ Ovg.

e Navic definujeme , prazdny soucet” vektorti v F” (nebo
»soucet prazdného seznamu” vektord v F") jako 0, kde 0 je
nulovy vektor v [F".



Linearni obal vektorl vy, ...,vi z F" (kde F je téleso), znaceny
Span({vi1,...,vk}) nebo jednoduse Span(vi,...,vk), je mnoZina
vSech linedrnich kombinaci téchto vektor(, tedy

K
Span(vi,...,vx) = {Zla,-v,- al,...,akEF}.
=

@ Poznamky:

o Vv e F" veSpan(vy,..., V) £y ize vyjad¥it jako linearni
kombinaci vektord vy, ..., vg;

o Span(#) = {0};

e Span(0) = {0}.



@ Tady je geometricka intuice pro linedrni obaly v R".

e Pfipomenuti: Span(()) = {0} a Span(0) = {0}.

o Jestlize v # 0, pak Span(v) = {av | @ € R} je pfimka uréena
pocatkem a vektorem v.

o Vskutku, tato primka je mnozinou vsech skalarnich nasobki

vektoru v.
To

Span(v)




@ Co kdyZ mame dva vektory, vi a vp?

@ Pokud ani jeden z téchto dvou vektor( neni skalarnim
nasobkem toho druhého (a zejména pokud zadny z nich nenf
nulovy vektor), pak Span(vi,v2) je rovina uréené body

0, Vi, V2.
@ Obzvlast jednoduse Ize vizualizovat p¥ipad vektor(
1 0
eg:=|0]ae:=|1]inR3:
0 0
Span(el,eg) = {alel + ares | ai,ax € R}
ai
= { a | |a,a GR}7
0

co? je xyxp-rovina v R3 (viz piidti slajd).



o]
e 1
[ . | 0]
| Ty
L
Span(ey, e2)
Zy
Span(e17 e2) = {a]_e]_ + dnen ‘ ai, az € R}

ai

_ , R
{ 2 a1, 3 € R}



@ Co kdyZz mame dva vektory, pficemz je jeden z nich skaladrnim
nasobkem toho druhého?

o Jestlize vi,vo € R", kde plati vo = av; pro néjaky skalér
a € R av; #0, pak Span(vi, v2) je pfimka prochazejici
pocatek a body vi a vs.

To
Span(vy, va)
V) = av
Vi
T
@ Obecnéji, linedrni obal vektorli vi,...,v,x € R", znaleny
Span(vi, ..., Vvk), je nejmensi geometricky Gtvar (bod, pfimka,

rovina nebo jejich zobecnéni do vyssich rozmért), ktery
obsahuje pocatek a vSechny vektory vy, ... vg.



@ Soudin matice a vektoru

Necht F je téleso. Pro matici A € F"*™ a vektor x € F™, kde
X1
A:{al am} a X = : ,
Xm
definujeme soucin Ax takto:
m
Ax = Y xja; = xja1+ -+ Xmam-
i=1

@ Tedy je Ax linearni kombinaci sloupcti matice A, pficemz jsou
skalary pred sloupci uréeny slozkami vektoru x.



o P¥ipomenuti: Pro matici A = { a; ... ap } v Fxm g
X1
vektor x = | 1 | v F7™ (kde F je néjaké téleso):
Xm

m
Ax = ZX,'EI,‘ =Xxia1 + -+ Xpam.
i=1

@ Poznamka: Aby soucin Ax byl definovan, musi byt splnény
dvé podminky:
e prvky matice A a vektoru x musi patfit do stejného télesa;
e pocet sloupcti matice A musi byt rovny poctu slozek
vektoru x.

@ Schematicky:

A x = Ax.
~— =~ ~—~
cRnxm  gFm €Fn



Uvazujme matici A € R3*2 a vektor x € R?, zadané niZe:

SRR

Pak plati
-1 2
Ax = 2 0 [
382



Uvazujme matici A € Zg“ a vektor x € Z3, zadané nize:

1
1 1 0
A = [ }, X = 1
1 01 0
Pak plati
1
1 1 0
Ax = [ } 1
1 0 1 0

e fd] L]

_ [1-141-140.0]1 _ TJoO
~ 11410401 | T 1]



@ Poznamka: Necht F je téleso. Pak z definic jednoduse plyne,
Ze pro matici A € F"™*™ vektory u,v,w € F™ a skalary
a, B €T plati:
O (a+ B)u=au+pu;
Q (af)u = a(bu)
Q u+tv=v+u
(u+v)+w=u+(v+w)
A(u+v) = Au + Av;
A

0
o
Q A(au) = a(Au).



Necht F je téleso, necht ai,...,a, € F", a polozme

A=[a an |. Pak platf
Span(ai,...,am) = {Ax|xeF"}.
Diikaz.
Span(ay,...,an) = {xa@i+: -+ Xmam|x1,...,xm € F}
X1
= {[al S am | : xl,...,xme]F}
Xm
= {Ax|xeFm}.



Necht T je téleso, necht ay,...,a, € F”, a polozme

A:=[a; ... ap]. Pakplati
Span(ai,...,am) = {Ax|xecFm}.
@ Poznamka: Necht aj,...,a, € F", kde I je néjaké téleso, a
polozme A:=[ a1 ... an |.

o Dle Tvrzeni 1, mnozina Span(ay,...,an), kterou jsme
definovali jako mnozinu vSech linearnich kombinaci vektort
ai,...,am, je rovna mnoziné vsech moznych soucini Ax.

o Tady je matice A= [ ar ... am } pevné dana, zatimco
vektor x je proménny.

e Span(ai,...,am), tj. linedrni obal sloupcd matice A, se nazyva

»sloupcovym podprostorem” matice A, coz zna¢ime Col(A).

o K tomu se jesté vratime (za nékolik tydnd).



@ Necht F je téleso. Prone Na i€ {1,...,n} oznaéme e’
vektor v [F", jehoz i-ta slozka je 1, zatimco vSechny ostatn{
slozky jsou nulové.

"0

(¢}
-3
|

—_

<— j-ta slozka

@ Je-li n jasné z kontextu, vynechavame horni index n a piSeme

prosté er,...,e, namisto ef,..., e}, respektive.
@ Vektory ey, ..., e, nazyvame kanonickymi jednotkovymi
vektory, zatimco mnozinu &, := {ey,...,e,} nazyvime

kanonickou bazi prostoru F".



<+— i-ta slozka

o
I
_

Vi
@ Poznamka: Kazdy vektor v= | : z prostoru F" Ize

Vn
jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci kanonickych
jednotkovych vektorli eq, ..., e,, a to takto:

v = wvie;r+---+4 vye,.



Necht T je téleso. Pro kazdou matici A = [ ai ... am |V
F*m a kazdy index i € {1,..., m} plati Ae[" = a;.

@ Poznamka: Tvrzeni 2 ¥ika, ze vynasobeni matice A i-tym
kanonickym jednotkovym vektorem dava i-ty sloupec pidvodni
matice A.



Necht F je téleso. Pro kazdou matici A = [ a;
F*m a kazdy index i € {1,..., m} plati Ae[” = a;.

]

Dikaz. Pro kazdé i € {1,..., m} plati:

Aem = [31 c..@j-1 aj ajp1 ... am]

<— i-ta slozka

= 0Oa;+---+0aj_1+1la;+0aj+1+---+0a, = a,.



@ Pro téleso IF, jednotkovd matice v F"*" je nasledujici matice:

o Tedy /,

o= | ef

1
0
0

0
0

n
el |

o O O

1
0

o O

0
1 -

nxn

ma jednicky na hlavni diagonale a nuly jinde.



Necht F je téleso. Pak pro kazdy vektor v € F” plati /,v = v.

vi
Diikaz. Pro kazdé v= | : | z F" plati:
Vn
Vi
V2
Iv = [ef e} ey || .
Vn

= vief +wej+ -+ v.e]

1 0 0 Vi
0 1 0 Vo

= v : +w : + -4 v, : = : = V.
0 0 1 vy



Necht T je téleso. Pro kazdou matici A = [ ar ... am } v
Fr*m a kazdy index i € {1,..., m} plati Ae[” = a;.

Necht FF je téleso. Pak pro kazdy vektor v € F” plati /,v = v.

Necht T je téleso. Pak plati:
@ WeF Opmv=0;?
@ VAcF™m A0 =0.0°

“Tady nulovy vektor 0 patfi do F".
bVe vyrazu A0 =0 méme 0 € F™ a 0 € F".

Dikaz. Plyne z definic.



@ Linearni soustavy (maticovy tvar)

@ Maticovy tvar linedrni soustavy je rovnice tvaru

Ax = b,
kde matice A a vektor b jsou pevné dany, zatimco vektor x je
proménny.
o Tady prvky matice A a slozky vektoru b patfi do stejného
télesa F.
o Pocet radkii matice A musi byt stejny jako pocet slozek
vektoru b.
o Kazdé reseni x je vektor v F™, kde m je pocet sloupcii
matice A.

@ Rovnice Ax = b je ekvivalentni s soustavou linedrnich rovnic,
jejiz rozsitend matice je [ A b }
e Detaily: na pfistim slajdu.

e Matice [ A ‘ b ] se také nazyva rozSitenou matici rovnice
Ax =b.



a1 a2 al,m X1
a1 a2 a.m X2
an,1 an,2 an,m Xm
N——
=A =x
a1 a2
2,1 a2
X1 + x2 . + -+ Xm
ap,1 an2
aj1x1 +ay2xa+ -+ a1 mxXm
a1x1 + a2 2x2 + - - -+ a2 mXm
ap,1X1 + apn2x2 + -+ + an,mXm
a1, 1x1 + ai,2x2 + cc a1, mXm
a,1x1 + az 2x2 + s+ a2 mXm
an 1Xx1 + an,2X2 + <+ an,mXm

by
by
L bn
——
b
a,m ] by
a.m by
an,m J bp

= by
= b



Vyreste rovnici Ax = b, kde

e[

pricemz prvky matice A a slozky vektoru b jsou realna cisla. Kolik
reSeni ma rovnice Ax = b?

Reseni. Rozsitena matice rovnice Ax = b je

‘ 1 2,2
[ab] = [ 3 6 1 6 ] '
Gaussovou-Jordanovou eliminaci dostavame:
‘ B 1 2,2 Rs—Rs—3R, 1 2,2
(ael = [3ie] P [ 0i]



Reseni (pokracovani). P¥ipomenuti:

‘ 1 22
RREF([A'b]) = {000].
Matice RREF([ A ' b |) je rozsitenou matici nésledujici linedrni
soustavy:
X1 + 2X2 = 2
0 =0

Tato soustava je fesitelnd, ma jednu volnou proménu
(konkrétné x;). Ted vyCteme FeSeni nasi linedrni soustavy:

Xy = —25+2
Xp = S, kde s € R.

Obecné feseni rovnice Ax =b je

[ —25+2
X =
)

], kde s € R.

Rovnice Ax = b ma nekonecné mnoho feseni. J



Vyreste rovnici Ax = b, kde

1201 2
A= 1]1010|, b= |21,
2 2 11 0

pricemz prvky matice A a slozky vektoru b patfi do Z3. Kolik
reSeni ma rovnice Ax = b?

Reseni. Rozsitend matice rovnice Ax = b je

[Ab] :[

Nyni upravime matici, abychom vypoditali RREF([ A ' b |).



Reseni (pokracovani).

| [1 2 o 1'2
A b = 1 0 1 012
! 2 2 1 1,0
R,—Rx+2R; - . .
Rs—s Ra+ Ry 1 2 0 1'2
~ 001 1 210
001 1 2,2
Rs—Rs+2R, [ 1 2 0 1'2]
~ 01 1 210
000 0 0,2
R3—2R; 1 2 0o 1'2]
~ 01 1 210
000 0 0,1
Ri—Ri+R; 1 2 0 1'o0
~ 001 1 210
000 0 0,1

Ri—Ri+R> [1 0 1 0'o0] |

~ 001 1 210 = RREF(| A b |)
000 0 0,1 ‘



Resen/ (pokracovani). P¥ipomenuti:
10 10,0
RREF([A'b]) = |0 1 1 210
000 0'1
Nejpravéjsi sloupec (vpravo od svyslé te¢kované ¢ary) matice
RREF([ A b |) je bazicky, a proto je rovnice Ax = b nefesitelna.
(Pocet FeSeni je nula.) O

@ Upravovani matice RREF(|[ A b |) jesté jednou (viz pFisti
slajd):



R,—R+2R;
R3—R3+R;
~Y

R3—R3+2R»
~

R3 4)2R3
~

Ri—Ri+R3
~Y

Ri—Ri+R>

-

cor

o~

cor

cor

o =

L=

[N

N

o N

N

oo

oo




120
[Ab] ~ 011
000

@ Mohli jsme se zastavit jakmile jsme dostali ¢ervenou matici (i
kdyz tato matice neni v redukovaném odstupfiovaném tvaru).

7

@ Posledni radek , kéduje” rovnici 0 = 2, kterd nema zadné
resent.

@ Obecnéji, jakmile dostaneme ¥adek tvaru [0 ... 0 W |,
kde M je nenulové Cislo, nemusime nasi matici dale upravovat
a mizeme odvodit, ze nase rovnice/soustava nema zadné
feSeni (protoze takovy Fadek , kéduje” rovnici 0 = B, pri¢emz

W -0).



@ Pripomenuti:

Vyreste rovnici Ax = b, kde

e[

pricemz prvky matice A a slozky vektoru b jsou realna cisla. Kolik
reSeni ma rovnice Ax = b?




@ Vidéli jsme, ze pro

1 2 2
SRR
(kde prvky matice A a slozky vektoru b jsou redlna &isla),
obecné feseni rovnice Ax = b je

x - {2”2} _ [2%{25}, kde s € .
s 0 s

@ Na druhou stanu snadné lze vypoditat, ze obecné feSeni
homogenni rovnice Ax = 0 je

x = { _525 } kde s € R.
o Tedy:
jedno konkrétni obecné Feseni

=  TteSeni rovnice 4+ homogenni rovnice

Ax =b Ax=0

obecné feseni
rovnice Ax = b



o Pripomenuti:

P jedno konkrétni obecné feseni
obecné feseni R . , .
: =  TteSeni rovnice +  homogenni rovnice
rovnice Ax =b
Ax=Dhb Ax=10
o Tedy:
v vy, jedno konkrétni mnozina feseni
mnozina feseni vy, . ! .
. =  TteSeni rovnice 4+ homogenni rovnice
rovnice Ax = b
Ax=Dhb Ax=10

mnozina Feseni
roviice Ax =b

jedno
konkrétni
feseni rovnice

mnozina Fesenf
homogenni rovnice
Ax=0

@ A plati to obecné!



Necht xg je libovolné FeSeni néjaké Fesitelné rovnice Ax = b (kde
F je néjaké téleso, A € F"™™ a b € F").? Pak je mnozina Fesen{
rovnice Ax = b pravé

xo+ {xe€F"|Ax=0} = {xo+x|xelF" Ax=0}.

mnozina feSeni homogenni
rovnice Ax =0

“Tedy plati Axo = b.

mnozina reSeni
rovnice Ax = b

jedno
konkrétni
reSeni rovnice
Ax=Db

mnozina fesen{
homogenni rovnice
Ax =0



Necht xo je libovolné feSeni néjaké Fesitelné rovnice Ax = b (kde
F je néjaké téleso, A € F"™*™ a b € F").? Pak je mnozina feSen{
rovnice Ax = b pravé

xo+ {xeF"|Ax=0} = {xo+x|xeF" Ax=0}.

mnozina feSeni homogenni
rovnice Ax = 0

°Tedy plati Axo = b.

Dikaz.
@ Necht S := {x € " | Ax = b} je mnozina feSeni rovnice
Ax =b. (Tedy xg € S a Axg = b.)
@ Necht Sp:= {x € " | Ax = 0} je mnozina feSeni homogenni
rovnice Ax = 0.

Musime dokazat, ze plati S = xg + Sp.



Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti:
@ Necht S := {x € '™ | Ax = b} je mnozina feSeni rovnice
Ax =b. (Tedy xo € S a Axg = b.)
@ Necht Sp:= {x € " | Ax = 0} je mnozina FfeSeni homogenni
rovnice Ax = 0.
@ Musime dokazat, ze plati S = xg + Sp.
Nejdfiv dokazeme, ze S C xg + Sp. Necht y € S, tj. Ay = b.
Polozme x :=y — xqg. Pak plati

Ax = Aly—x0) = Ay —Axgp = b—b = 0,
— ~— \,b./
=x =b =

atedy x € Sp. Plyne, zZe y = xg + x € xg + Sp, a tedy S C xg + Sp.



Diikaz (pokracovani). P¥ipomenuti:
@ Necht S:= {x € F'" | Ax = b} je mnozina feSeni rovnice
Ax =b. (Tedy xg € S a Axg = b.)
@ Necht Sp:= {x € " | Ax = 0} je mnozina feSeni homogenni
rovnice Ax = 0.
@ Musime dokazat, ze plati S = xg + So.
Nyni dokazeme, ze xg + Sp € S. Necht x € Sy. Pak plati

A(xo+x) = é)i(ﬁ—éi(/ = b+0 = b,
=b =0

atedy xg+x € S. Plyne, ze xg+ 5o C 5. I



Necht xg je libovolné FeSeni néjaké Fesitelné rovnice Ax = b (kde
F je néjaké téleso, A € F"™™ a b € F").? Pak je mnozina Fesen{
rovnice Ax = b pravé

xo+ {xe€F"|Ax=0} = {xo+x|xelF" Ax=0}.

mnozina feSeni homogenni
rovnice Ax =0

“Tedy plati Axo = b.

mnozina reSeni
rovnice Ax = b

jedno
konkrétni
reSeni rovnice
Ax=Db

mnozina fesen{
homogenni rovnice
Ax =0



@ Hodnost matice

o W =« * * * % * * % 0 1 =+« 0 0 *x =% 0 =% =

0 0 o nu * * % * * % 0 0 0 1 0 =% =*= 0 = =x

0 0 0 0 | * * * * * 0O 0 0 0 1 * * 0 * *

0O 0 0 o© 0O 0 0 W x x 0O 0 0 0O O 0 0 1 = =

0O 0 0 o0 0O 0 0 o0 0 O 0o 0 0 0O O O o O 0 O

0O 0 0 © 0O 0 0 o0 0 O 0o 0 0 0O 0O O o O 0 O
REF RREF

e PFipomenuti: Odstupriovany tvar matice A je libovolna
matice v odstupnovaném tvaru, kterd je radkové ekvivalentni s
matici A.

e Zatimco matice A ma jediny redukovany odstupnovany tvar,
A miize mit vice (nebo dokonce nekone¢né mnoho)
odstupnovanych tvard.

o Nicméné vsechny odstupniované tvary matice A jsou
schematicky stejné: jejich ,,éerné ¢tverce” (M), tj. pivoty, jsou
na stejnych pozicich.



0
0
0
0
0
0

| ] * * * * * * * * 0 1 * 0 0 * * 0 * *

0 0 | | * * * * * * 0 0 0 1 0 * * 0 * *

0 o0 o W x =x * * ok 0 0 0 0 1 =% =% 0 = =x

0 0 0 0 0O 0 W x = 0O 0 0 O O 0 0 1 = =

0 0 0 0 0o 0 0 0 0 o 0 0o 0 o o o0 o0 o0 O

0 0 0 0 0o 0 0 0 0 o 0 0 0 o o O o0 o 0
REF RREF

Pivoty libovolné matice A jsou pivoty libovolného
odstupnovaného tvaru matice A.

Bazické sloupce matice A jsou sloupce, které obsahuji pivot, a
ty ostatni sloupce jsou nebazické.

Napf. matice vpravo je jednim z odstupnovanych tvarii matice

vlevo. Pivoty jsou zvyraznény rameckem, bazické sloupce jsou
Cervené.

E] 3 -6 3 4 -1 3
2 4 13 -4 3 ~ 0 4 2 2 2
2 3 0o 1 5 0 0

Hodnost matice A, znalena rank(A), je pocet pivotd matice A
(ekvivalentné: poclet bazickych sloupci matice A).
o Ekvivalentné: rank(A) je pocet nenulovych Fadki v jakémkoliv
odstupriovaném tvaru matice A.



o W =« * * * o * * % 0 1 %« 0 0 *x =x= 0 =*= =

0 0 o m * * ok * * % 0 0 0 1 0 =% =*= 0 = =x

0 0 0 0 | * * * * * 0O 0 0 0 1 * * 0 * *

0O 0 0 o© 0O 0 0 W x =x 0 0 0O 0O O O 0 1 = =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

Disledek 4 z Prednasky 2

Necht I je téleso. VA, B € F"*™:
A ~ B <= RREF(A) = RREF(B).

Réadkové ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

Dikaz. Dle Disledku 4 z Prednasky 2, radkové ekvivalentni matice
maji stejny redukovany odstupriovany tvar (RREF). Dle definice,
hodnost matice je prosté pocet nenulovych radki jejiho RREFu. O
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Necht A je matice typu n x m (s prvky z néjakého télesa IF). Pak
plati rank(A) < min{n, m}.2

2Jinymi slovy, plati rank(A) < n (tj. hodnost matice neni vétsi neZ pocet
jejich ¥adka), a zaroven plati rank(A) < m (tj. hodnost matice nenf vétsi nez
pocet jejich sloupci).

Diikaz. Podle definice je rank(A) roven poctu pivotl matice A,
pricemz kazdy fadek i kazdy sloupec obsahuje nejvyse jeden
pivot. [J
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Necht A je matice typu n x m (s prvky z néjakého télesa FF). Pak
plati rank(A) < min{n, m}.

e Terminologie: Pro téleso F a matici A € F™™ (tedy A ma n
fadkd a m sloupci):
o jestlize rank(A) = n, fikdme, ze A ma plnou Fadkovou hodnost;
o jestlize rank(A) = m, fikdme, ze A ma plnou sloupcovou
hodnost;
o jestlize rank(A) = min{n, m}, ¥ikdme, Ze A méa plnou hodnost.



@ Dle véty na pristim slajdu lze pocet feSeni rovnice Ax =b
jednoduse urdit, pokud zndme typ matice A (tj. pocet jejich
fadki a sloupcii) a zaroveri jsme vypoditali rank(A) a
rank({A:b}).

o Formalni ditkaz vynechdvame (viz skripta: Penev,
Theorem 1.6.4), ale néstin dilkazu bude na tabuli.

e Pak se podivame na pér disledki této véty (pro matice plné

fadkové nebo sloupcové hodnosti).



Necht FF je téleso. Pak pro kazdou matici A € F"™*™ a kazdy vektor
b € F" platf

rank(A) < rank([ A b ]) < rank(A)+1.

Dale plati nasledujici:
@ Jestlize rank([ A ' b ]) # rank(A) (tedy
rank([ A b ]) =rank(A) + 1), pak je rovnice Ax = b
neresitelna, tj. nema Zadné reseni.
@ Jestlize rank([ A ' b ]) = rank(A) = m, pak ma rovnice Ax = b
jediné (tj. pravé jedno) feseni.
@ Jestlize rank([ A b ]) = rank(A) < m, pak ma rovnice Ax = b
vice nez jedno feseni, presnéji:
(c.1) je-li téleso F konecné, pak je pocet Feseni rovnice Ax = b
roven ‘F‘m—rank(A),
(c.2) je-li téleso F nekoneéné, pak je pocet Feseni rovnice Ax = b
nekonecny.



@ Ve matici plné sloupcové hodnosti, vSechny sloupce jsou
bazické (obsahuji pivot).

e Tedy redukovany odstupriovany tvar (RREF) matice plné
sloupcové hodnosti ma tvar:

100 ... 00
10 ... 00
00 1 00
0 0 0 10
000 ... 01
0 0 0 00
0 0 0 00
[0 0 0 0 0|



Disledek 8

Necht A € F"*™ (kde F je néjaké téleso). Pak jsou ekvivalentni

nasledujici tvrzent:

@ rank(A) = m (tj. A ma plnou sloupcovou hodnost);

@ homogenni rovnice Ax = 0 ma pouze trividlni Yeseni (tj. FeSeni
x = 0);

@ db e F" t.z. rovnice Ax = b ma jediné resent;

@ Vb € F" ma rovnice Ax = b nejvice jedno reseni.
) J

Diikaz (ndstin). Stali dokazat nasledujici implikace:

(@) = (d)

|

= (b)

Implikace ,,(d) = (b)" a ,,

)
.(b) = (c)" jsou ocividné, zatimco
implikace ,(c) = (a)" a .(a)

= (d)" plynou z Véty 7." O



o Matice plné fadkové hodnosti jsou matice, jejichz redukovany
odstupniovany tvar (RREF) neméa zadné nulové Fadky.
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Dusledek 9

* k¥ ¥
—_

Necht A € F"*™ (kde F je néjaké téleso). Pak jsou ekvivalentni
nasledujici tvrzeni:

@ rank(A) = n (tj. A méa plnou Fadkovou hodnost);
@ Vb € F” je rovnice Ax = b FeSitelna.

e Formalni diikaz vynechavame (viz skripta: Penev,
Corollary 1.6.6), nastin dikazu bude na tabuli.



o Ctvercové matice maji stejny pocet ¥adki a sloupcii, a proto
ve pripadé ctvercovych matic plati:

plna plna ,
Ny , . plna
radkovd = sloupcovd =

hodnost
hodnost hodnost

@ Poznidmka: Pro ¢tvercovou matici A € F"*" (kde F je néjaké
téleso) plati:

rank(A)=n <=  RREF(A) =,



Necht A € F"*" je ¢tvercova matice (kde F je néjaké téleso).
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

@ rank(A) = n (tj. A je ¢tvercova matice plné hodnosti);

@ RREF(A) = Ip;

@ homogenni rovnice Ax = 0 m3 pouze trividlni Fedeni (tj. FeSeni
x = 0);

db € F” t.z. rovnice Ax = b ma jediné fesent;

Vb € F" ma rovnice Ax = b jediné FeSent;

Vb € F" ma rovnice Ax = b nejvice jedno feSenti;

©@ e oe

Vb € F” je rovnice Ax = b Fesitelna.

o Dikaz jednoduse plyne z Disledkl 8 a 9.



@ Operace s maticemi

@ Necht FF je téleso.
@ Pro matice A= a;; |
c € F definujeme
o A+ B := [ a,-J—l-b,-J }
o A—B:=[ a— b |
o cA:= ca; |.

aB=] by | _ zF"™" askalar

nxXm nxXm

nxm'

nxm'

o Tedy matice s¢itdme (respektive odelitame) tak, ze s¢itame
(respektive odecitame) odpovidajici prvky, tj.
o [@ij Jpem T [ big =L s+ bij ],
° [ i ]n><m_ [ bi j }nxm = [ aij— bij }nxm'
@ Podobné nasobime matici (zleva) skaldrem tak, ze kazdy
prvek matice ndsobime timto skaldrem, tj.

e C[ di.j ]nxm: [ caij ]nxm'



@ Matice lze také nasobit!
@ Necht F je téleso, a necht A € F™™ a B € F™*P jsou matice,
kde B=[b1 ... by |.

@ Definujeme
AB = [Abi ... Ab, |

Vsimnéme si, ze AB € %P,

@ Aby soulin AB byl definovan, pocet sloupcti matice A musi
byt stejny jako pocet Fadkii matice B.

@ Matice AB ma stejny pocet Fadkia jako matice A, a ma stejny
pocet sloupcii jako matice B.

@ Schematicky:

(nxm) - (mxp) = (nxp)



Necht
1 1
A:“_i_”, B = | -2 1]/,
0 -1
kde prvky matic A a B jsou realna Cisla. Vypocitejte AB.

Reseni. PoloZme
1 1
b1 = -2 a b2 = 1 s
0 ~1
takze B = [ b, by ] . Pak plati AB = [ Ab;  Ab, }

Vypo&itdme Ab; = [ *g 1 a Ab, = [ _i ] z &eho? plyne

-3 4
T



Necht F je téleso. Pak pro m,n, p € N a matici A € F"™*™ plati:
@ LA=Al,=A
@ AOmxp = Onxp;
@ OpxnA= Opxm-

Proof. (b) a (c) jednoduse plynou z definic. Dokazme (a). Polozme
A= [ ar ... anm } Abychom ukézali, ze [,A = A, spo&itame:



Necht F je téleso. Pak pro m,n,p € N a matici A € F™"™ plati:

Q@ LA=AlL=A

Diikaz (pokracovani). P¥ipomenuti: A = [ ap ... ap }
LA = I,,[al am}
[ I a I a } dle definice
- ndl nem maticového soudinu

= [al am} dle Tvrzeni 3



Necht F je téleso. Pak pro m,n, p € N a matici A € F"™*™ plati:
@ LA=AlL,=A

Dikaz (pokracovani). Pfipomenuti: A = [ ay ... apm }
Na druhou stranu, abych ukazali, ze Al,, = A, spocitame:

Al, = A[ef’ eg}
dle definice
— m m
- [Ael Ae’"} maticového soudinu
- [a1 am} dle Tvrzenf 2
= A.

Tim je dokéazano (a). O



Necht F je téleso. Pak pro m,n, p € N a matici A € F™*™ plati:
@ LA=Al,=A
@ AOmxp = Onxp;
@ OpxnA = Opxm.




o Existuje jesté jeden zplsob vypocitani soucinu dvou matic.
oNecht’A:[a;J] aB:[b,-_J-]
néjakého télesa .

p jsou matice s prvky z

nxXm m

e Pak AB je matice typu n x p, jejiz (i,j)-ty prvek je

NgE!

aj kb j,
K

1

pro viechny indexy i € {1,...,n} aje€{1,...,p}.
e Pro vysvétleni viz skripta (Penev, oddil 1.7.2). Plyne z definice,
ale je potreba neztratit se v indexech.

@ Jesté to Ize napsat takto:
m
[ ] | b ] = { 2 ai kb } :
nxm mxp k=1 nxp

kde u kazdé ze ti¥i matic v hranatych zavorkach je uveden
(i,j)-ty prvek matice.



e Abychom ziskali (7, j)-ty prvek matice AB, zaméfime se na
i-ty radek matice A a j-ty sloupec matice B.

@ Poté secteme souliny odpovidajicich prvki tohoto radku a
sloupce a tim ziskame (i, j)-ty prvek matice AB.

b1,1 b17j b17p
bei oo bkj ... bip
] o Lbmi e by oo bmp |
3171 e aLk e al,m
m
a,-71 R a,-,k ce di.m Z a,-ﬁkbk’j
i . k=1
L anl --- dnk --- dnm | L i




Necht
1 0 1 01
I

kde prvky matic A a B jsou z Zy. Vypocitejte matici AB.

1 1

1 0
10 1-1+0-1 1-040- 1-1+0-0
11 1-1+1-1 1-0+41- 1-14+1-0

Reseni.



Necht
1 0 1 01
A= [1 11’ & = lllO]’

kde prvky matic A a B jsou z Z;. Vypocitejte matici AB.

Reseni (pokracovani).

AB [1-140-1 1-040-1 1-140-0
| 1-141-1 1-041-1 1-141-0
(101
~ o111




Pro libovolné matice A, B, C a skalary a, 8 plati nasledujici (za
predpokladu, Ze matice jsou pro danou operaci vhodného typu a ze
prvky nasich matic i skalary patfi do stejného télesa F):

@ (a+ B)A=aA+ BA
(aB)A = a(BA)

A+ B =B+ A;

(A+B)+ C=A+(B+ (),
(A+ B)C = AC + BC;
A(B + C) = AB + AC;
(AB)C = A(BC);

(eA)B = a(AB);
A(aB) = a(AB).

©e e o0oeo0oeeoe
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(a+ B)A = aA+ (A
(aB)A = a(BA)

A+ B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C),
(A+ B)C = AC + BC;
A(B+ C) = AB+ AC;
(AB)C = A(BC);

(aA)B = o(AB);

o
A(aB) = a(AB)

Duikaz vynechavame, ale véechno kromé (g) plyne jednoduse z
definic.
Diikaz (g) je ve skriptech (Penev, Theorem 1.7.5 - nepovinna
etba): je tfeba vypoditat (7, j)-ty prvek matic (AB)C a
A(BC) a ovéfit, ze je stejny.

o Neni moc narocny, ale je potfeba neztratit se v indexech!



@ Pozor: Maticové nasobeni neni komutativni, tj. pro matice
Aa B:
ABx<BA.

@ Za prvé miize nastat, ze jeden ze soucini AB a BA je
definovan, zatimco druhy nikoli.
o Napt. pro A € F2%3 a B € F3** (kde T je né&jaké téleso) je
souéin AB definovan, zatimco BA nikoli.

@ Za druhé mize nastat, ze souCiny AB a BA jsou definovany,
ale nejsou stejného typu.

o Napt. pro A € F2%3 a B € F3%2 (kde T je n&jaké téleso) plati
AB € F?*2 3 BA € F3%3,

@ Za treti miize nastat, ze souciny AB a BA jsou definovany a
maji stejny typ, aviak AB # BA.

. 11 |10 .
eNapr.proA—{1 l}aB—{o 0]platl

10 1 1
AB—[1 O}aBA—{O 0],atedyAB7éBA.



Disledek 13

Pro libovolné matice A, B, vektory u,v,w a skalary «, 8 plati
nasledujici (za predpokladu, ze matice a vektory maji pro danou
operaci vhodny typ a Ze prvky/slozky nasich matic/vektori i
skalary patfi do stejného télesa IF):

@ (a+p)u=au-+fu;

@ (af)u = a(fu)

@ utv=v-+u

@ (u+v)+w=u+(v+w)
@ (A+ B)u= Au+ Bu;

@ A(u+v)=Au+ Ay,

@ (AB)u= A(Bu);

@ (aA)u = a(Au);

@ A(au) = a(Au).




@ Pro téleso F a ¢tvercovou matici A € F™*" definujeme
mocniny matice A takto:

o AV =1,
o A™tl = AMA pro kazdé m € Ny.
e Tedy podle konvence definujeme A° := I,, zatimco pro m € N
plati

kde jsme vynechali zavorky, protoze maticové nasobenf je
asociativni.



@ Transpozice matice

@ Pro matici A € F"™*™ (kde F je téleso) definujeme
transponovanou matici k matici A, oznacenou AT jako matici
z F™X" tak, ze (i, j)-ty prvek matice AT je (j,i)-ty prvek
matice A pro véechna i € {1,...,m} aj € {1,...,n}.

o Jinymi slovy, pti tvorb&é AT z A se sloupce matice A (zleva
doprava) stanou fadky matice A7 (shora dolii) a naopak,
¥adky matice A (shora dolii) se stanou sloupci matice AT
(zleva doprava).

¢ ¢ ¢ 0

¢ x x x x O * ok k%

_ ¢ x x x x O _ * ok k%

A = ¢ x x x x — AT = %k ok ok
¢ = x x x ko ok ok %

SRV IR VIS



@® x ¥ ¥ ¥ >
@® x ¥ ¥ *x >

@® x ¥ ¥ x>

@ Napf. pro A



@ Abychom Setfili mistem, Casto zadadvame sloupcové vektory
pomoci transpozic radkovych vektor(.

-
@ Napt. Casto pisSeme u = [ o U ... Uy } misto
u
u2
u=—=



Pro libovolné matice A, B a libovolny skalar « plati nasledujici (za
predpokladu, Ze matice jsou pro danou operaci vhodného typu a Ze
prvky nasich matic i skalar patfi do stejného télesa F):

Q@ (AT =4 @ (aA)T =aAT

@ (A+B)T=AT + BT, @ (AB)T =BTAT.

Diikaz. (a), (b) a (c) jsou ocividné. Dokazme (d). Necht A € F"*™
a BeF™P. Polozme A= aj; | aB=] b |

nxm mxp”

Je ziejmé, ze AB € F™*P, a tedy (AB)T € FP*",

Na druhou stranu, BT € FPX™ a AT € F™*" 3 tedy
BTAT € FPxn.

Tedy (AB)T i BT AT jsou matice stejného typu (p x n) s prvky z F.

Zbyva ukazat, ze odpovidajici prvky matic (AB)T a BT AT jsou
stejné.



(d) (AB)T = BTAT

Diikaz (pokracovani). Necht i € {1,...,p} aje {1,...,n}.

Ukazeme, e matice (AB)T a BT AT maji stejny (i,/)-ty prvek.

Dle definice transpozice je (i, j)-ty prvek matice (AB)" roven
m

(J, i)-tému prvku matice AB, coz je > aj ibx,i.
k=1

Nyni vypocitame (i, j)-ty prvek matice BT AT. Pozorujme, Ze i-ty
fadek matice BTje [ bii boi ... bmi } zatimco j-ty sloupec
T

matice AT je { aj1 a2 ... am } . Tedy (i,j)-ty prvek
matice BT AT je roven

m m
biiaji+ bojiaj2+ -+ bmiajm = kZ bkiajk = kZ aj kbi,i-

-1 =1

Ukazali jsme, Ze odpovidajici prvky matic (AB)T a BT AT jsou
stejné, a tedy (AB)T = BTAT. Tim jsme dokazali (d). O



Pro libovolné matice A, B a libovolny skalédr « plati nésledujici (za
predpokladu, ze matice jsou pro danou operaci vhodného typu a ze
prvky nasich matic i skalar patfi do stejného télesa FF):

@ (AT) =4 @ (eA)T =aAT

@ (A+B)T =AT +BT; @ (AB)T =BTAT.




