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Béhem pristich nékolika tydnl (dokud neprobereme télesa for-
malné, tj. axiomaticky) budeme predpokladat, ze uvaZované té-
leso I je jedno z nasledujicich: Q, R, C nebo Z, (kde p je prvo-
&islo). Nicméné, vSechno, co dokazeme béhem téchto prednasek,
bude platit pro libovolna télesa IF, nejen pro tato Ctyfi.

e Pozor: Nasledujici mnoziny nejsou télesa: N, Z, Z, (kde
n € N neni prvodislo).



Tato prednaska ma dvé casti:

@ Uvod do matic a vektord

@ Soustavy linearnich rovnic



@ Uvod do matic a vektori
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@ Matice je obdéInikova tabulka matematickych objekti,

e v/

e Matice typu n x m (¢teme ,,n krdt m™) je matice, kterd ma
n vadkd a m sloupcd.

pocet fadkli x pocet sloupci



2x3 3x2 3x3

o Ctvercova matice je matice, kterd ma stejny pocet radka a
sloupci.
e C je Ctvercova matice, zatimco A a B nikoliv.
@ Hlavni diagonala Ctvercové matice je diagonala mezi levym
hornim rohem a pravym dolnim rohem.



o Radky matice se &isluji shora dolii, zatimco sloupce se &isluji

zleva doprava.

1 2
1— a1 a2
2 — a1 azp
n— dn1 an2

!

al,m
a.m

an,m

@ Prvek matice na pozici (/,j) je ten, ktery lezi v i-tém ¥adku
(poditano shora) a j-tém sloupci (poditano zleva).



o Matici A lze urdit takto:

A = {ai’j }nxm.

e Toto znaceni znamen4, ze matice A je typu n x m (tj. ma n
fadkd a m sloupcil), a ze prvek matice na pozici pozici (i,)) je
a,-d-.

@ Tedy matice A = [ aj j } je:

nxXm

a1 412 ... ai,m
3271 3272 az,m

dnl dn2 --- dnm



e Alternativni znaceni: Prvek matice A na pozici (i, ) také Ize

znadit A; ;.
A171 A172 Al m
Ar1 Azp Az.m
A = .
An,l An,2 An,m
. |1 2 3 ,
e Napr. pro A= { 45 6 } plati
) A1,1 =1, 4] A271 =4
o A1,2 = 2, o A2,2 =5
o Ar3=6

] A1’3 = 3,



@ Pozor: Znaceni A;; se také pouziva pro matici, kterou
dostaneme pokud z A vyskrtneme ¥adek i a sloupec j.

e Uvidime to v pristim semestru, v kontextu determinantd.

ai cee ai,j—1 ayj aij+1 cee ai,m
aj—1,1 .- Qi—145-1 Ai415 Gi—1454+1 -+ Ai—1m

it =t & T ni,j—q—i i
i41,1 -0 Qi415-1 Aigly Gigl,541 --- Aiplom

L On,1 e Qn,j—1 (7] Un,j+1 N An.m




@ Nulovd matice je matice, jejiz vSechny prvky jsou nulové.
@ Nulovou matici typu n x m znaéime Onxm.

o Napt.
0 0 0O
Ozxa = [o 00 0]
@ Nenulova matice je matice, kterd ma alespon jeden nenulovy
prvek.

@ Znaceni: Pro téleso F oznacujeme mnozinu vSech matic typu
nx ms prvky v F symbolem F"*™.

e Schematicky:
F(poéet Fadkad) x (pocet sloupcii)
e Terminologie: Redlnd matice je matice jejiz prvky jsou redlna
Cisla. Komplexni matice je matice jejiz prvky jsou komplexni
¢isla.



1
2
a:[_ll, b= 0 , c= 0
1
1

@ Sloupcovy vektor, nebo prosté vektor, je matice, kterd ma
pouze jeden sloupec.

o Vektory se obvykle znaéi tuénymi pismeny (napf. a, u, x)
nebo pismeny se Sipkou nad nimi (napf. &, 4, X).



o Nulovy vektor (tj. vektor | : |) oznatujeme 0 or 0.
0

e Pocet slozek v nulovém vektoru musi byt bud urcen explicitné,
nebo zfejmy z kontextu.
@ Nenulovy vektor je vektor, ktery ma alespon jeden nenulovy
prvek.

@ Znaceni: Pro téleso F oznacujeme symbolem F” mnoZinu
vsech (sloupcovych) vektort, které maji pravé n slozek,
pricemz slozky téchto vektor(i patfi do télesa F.

ai
o Tedy F"=F"'={| : | |a,...,a, €F}.

an



e Vektory v R? and R3 maji geometrickou interpretaci.

a
a

@ Vektor a =

€ R? Ize v euklidovském roviném prostoru

znazornit bud jako bod, nebo jako Usecku se Sipkou zacinajici

v pocatku.
X9 T

a
as o a

a

ay X

@ Nulovy vektor 0 = [ 8 ] je prosté pocatek.

ay T



ai
o Vektor a= | a» | € R® ma podobnou geometrickou
as
interpretaci.
xs3 Z3
as . as
a
a
a
“as X9 “as X9
ay ay
X1 xy
0
@ Nulovy vektor 0 = | 0 | je prosté pocatek.
0

e Vektory v R" (n > 4) jsou vicerozmérnymi analogy vektord v
R? a R3.



o Radkovy vektor je matice, kterd ma pouze jeden Fadek.
o Napt.:

e a— [ 1 -3 ];

ob:[—l3 0 0 77};

ec=[12 0 -1 1].

@ Pro téleso F oznalujeme symbolem F1X" mnoZinu viech
radkovych vektori, které maji pravé n slozek, pficemz slozky
téchto vektorl patfi do télesa .

o P¥ipominka: F1X" = mnoZina matic typu 1 x n's prvky v F



@ Sloupce matice jsou sloupcové vektory.
e Matici Ize urcit pomoci jejich sloupct.

o Kdyz ur€ujeme matici A € F"™™ (kde F je néjaké téleso)

takto:
A = {al am},
to znamen3, ze aj, ..., a, jsou sloupce matice A (zleva
doprava), a navic, aj,...,am jsou vektory v F".
o Napr. pro A = { a; ap as } , kde

SHESB!

. |11 3
platlA—[2 0 4].



o Radky matice jsou ¥adkové vektory.
e Matici Ize urcit pomoci jejich Fadkda.

o Kdyz ur€ujeme matici A € F"™*™ (kde F je néjaké téleso)

takto:
r
A = c ]
rn
to znamen3, ze r1,...,r, jsou Fadky matice A (shora dold), a
navic, ry, ..., r, jsou radkové vektory v F1xm

ri

@ Napt. pro A= [
r

], kde

r1:[1213]andr2:3443,

. |1 213
platlA—[3 44 31.



@ Alternativni znaceni: Pro matici A:
o A;. = i-ty radek matice A
o A,j = j-ty sloupec matice A

—_ Al* _
— A2* —

nxm
nxm



@ Soustavy linearnich rovnic

@ Linearni rovnice v proménnych xi, ..., xn je rovnice, kterou
|ze zapsat ve tvaru

aixy + -+ amxm = b,

kde b a koeficienty a1, ..., am jsou prvky néjakého télesa FF.

e Napf. x; — 3(x2 — x1) = 7x3 — 4 (jejiz koeficienty jsou realna
Cisla) je lineérni, protoze je ekvivalentni s rovnici
4x1 — 3xo — Tx3 = —4, kterd je zjevné linearni.

@ Rovnice xi + x» = 17 a x1 — /x2 = 5 nejsou linedrni kvili x;?

a . /x.



@ Soustava linearnich rovnic, neboli linedrni soustava, je kolekce
jedné nebo vic linedrnich rovnic se stejnymi proménnymi,
napr. xi,...,Xxm (a s koeficienty z néjakého télesa).

e Napiiklad nasledujici soustava je linearni (zde predpokladame,
Ze koeficienty jsou z R):

2x1  + X0 — X4 = — \/§
—3x + 17x3 — 3x4 = 2
X1 + X2 — 2x3 + Txg = %

@ Poznamka: Typograficky rovnice v soustavé obvykle
usporadame tak, aby Cleny se stejnou proménnou staly pod
sebou (tj. vizualné ve stejném sloupci).

@ ReSenim linearni soustavy s promé&nnymi xi, . .., Xm j€
posloupnost Cisel sy, ..., sy (ze stejného télesa jako
koeficienty soustavy) t.z. kazda rovnice soustavy je splnéna,
kdyz za x1,...,Xn dosadime Cisla s1,...,Sm.



Uvazujme linearni soustavu

x1 + 2x - X3 = 9
2 + 3x3 = 16
X1 + x — x3 = 4

s koeficienty v R. Pak

x3 = 1
X2 = 5
X3 = 2

je feSenim této soustavy.




Uvazujme linearni soustavu

s koeficienty v Z3. Pak

je fesenim této soustavy.




@ MnozZina reSeni soustavy lineadrnich rovnic je prosté mnozina
vSech feseni této soustavy.

@ Budeme chtit popsat proceduru pro uréeni mnoziny reseni
soustavy linearnich rovnic.

@ Soustava linearnich rovnic mize:
e nemit Zadné Feseni, nebo
e mit jediné FeSeni (tj. pravé jedno feseni), nebo
e mit vic nez jedno feseni.
@ Soustava, kterd ma alespon jedno Feseni, je resitelnd (nebo
konzistentni), zatimco soustava, kterd nema zadné Feseni, je
nefesitelnd (nebo nekonzistentnf).



o Geometricka interpretace:

@ Uvazujme nasledujici soustavu dvou linearnich rovnic se
dvéma proménnymi a s realnymi koeficienty.

arix1 + aipxe = b
a1X1 + apxx = b

@ Predpokladejme pro jednoduchost, ze alespon jedno z Cisel
ai,1, a1 je nenulové, a podobné, Ze alesponl jedno z Cisel
a21,a2?2 je nenulové.

o Pak kazda ze dvou rovnic definuje pfimku v roviné.

@ Jsou tfi mozZnosti:



@ P¥imky jsou odlisné a protinaji se.

e Soustava ma jediné fesSeni, a zejména je feSitelna.

T

a11T1 + a1 909 = l)l

T

2171 + 22Ty = by



7

@ P¥imky jsou rizné a rovnobézné.
e Soustava nema zadné feseni, tj. soustava je nereSitelna.

2 a11T1 T A1 2T = bl

2171 + Q29T = 1)2

€




@ P¥imky splyvaji.
e Soustava ma nekonelny pocet feSeni, a zejména je Fesitelna.
T

1,171 + a1 222
2171 + A22%2

b]
bo

T

e PFimky mohou splyvat i v pripadé, Ze rovnice nejsou totozné.
o Napf. x1 +x2 =1 a 2x; 4+ 2x2 = 2 definuji stejnou pFimku.



@ Uvazujme nyni soustavu dvou rovnic s tfemi proménnymi a s
redlnymi koeficienty.

ayix1 + aipxe + aizxs = by
a1x1 + apoxo + ax3xz = b

@ Pokud je alespon jeden z koeficientil a1 1, 21,2, 1.3 nenulovy, a
totéz plati pro a1, az 2, a2 3, pak obé rovnice definuji rovinu a
jsou tfi moznosti:

e roviny jsou odlisné a protinat se v pfimce (soustava ma
nekonecny pocet feseni);

e roviny odli$né a rovnobézné (soustava nema zadné Feseni);

o roviny splyvaji (soustava ma nekoneény pocet Fesent).



e Uvazujme soustavu n linedrnich rovnic s m proménnymi.

aixy + aipxe + ... 4+ aimXm = b1
ai1x1 + apxo 4+ ...+ @mXm = b
ani1X1 + ap2Xe + ... + apmXm = bn

@ S touto linearni soustavou jsou spojeny dvé matice: matice
koeficient(i a rozsifend matice.

@ Matice koeficient(:

a1 412 ... ai,m
8271 3272 227,,7

anl an2 --- anm



arixy + aipxe + ...+ aimXm = b
a1x1 + apx2 + ... + ABmXm = bo
an1X1 + ap2xX2 + ... 4+ apmXm = bn,

@ Rozsifena matice:

a1 a2 ... aim b

‘ a1 @2 ... am b
[Ab] = |77 7 T

o

an1 an2 ... anm' by

kde A je matice koeficienti a

by
b>



@ linearni soustava:

aixy + aipxe + ... + aAimXm = by
a1x1 + agpxe + ... + amXm = b
an1X1 + ap2xX2 + ... 4+ apmXm = b,

@ rozsirend matice:

a1 a2 ... arm b
|
8271 3272 e 327m | b2
. ) .
|
a1 an2 ... anm' b,

@ Linearni soustava je plné ,zakédovana” svou rozsitenou matici.

@ Svisla teckovana Cara je nepovinna, ale slouzi jako uzite¢na
vizudlni pomiicka.



Urcete matrici koeficientil a rozsitenou matici nasledujici linearni
soustavy (s koeficienty v R).

3x1 + 2x% + b5x3 = 7
3X2— X3:0

Regeni. Matice koeficientdi:

3 2 b
0 3 —1|°

32 5,7
03 -1'0] 0

Rozsifena matice:



@ Dvé lineédrni soustavy (se stejnymi proménnymi) jsou
ekvivalentni pravé tehdy, kdyz maji stejnou mnozinu feSeni.

e Uvazujme nyni nésledujici linearni soustavu (s koeficienty v
néjakém télese IF).

aixy + aipxe + ... 4+ aimXm = by
aixy + a2x2 + ... + a&OmXm = bo
an1x1 + ap2xXe + ... + anmXm = by

@ Tuto soustavu bychom chtéli upravit tak, abychom dostali
ekvivalentni soustavu, jejiz feSeni je snadné vycist.

e Existuji tri zakladni Gpravy, které Ize pouzit pfi upravovani
soustavy, aniz bychom zménili mnozinu feSeni (tj. tyto dpravy
vedou na ekvivalentni soustavu).



@ Vyménime (prohodime) dvé rovnice.
e Napf. vyménime-li prvni a tfeti rovnici:

X1 +  3x - 2x3 = -1 X1 + X2 +  2x3 = 2
% X1 +  2x3 = — % X1 +  2x3 = 0
X1 + X +  2x3 = 2 X1 + 3x — 2x3 = -1

Je zrejmé, Zze tato Uprava nezméni mnozinu FeSeni.



@ Vynasobime rovnici nenulovym ¢islem (,,skaldrem™).
o Napt. vynasobime-li druhou rovnici skalarem 2:

X1 + X2 +  2x3 = 2 X1 + X2 +  2x3 = 2
% X1 +  2x3 = 0 — X1 +  4x3 = 0
X1 + 3x2 - 2x3 = -1 X1 + 3x2 - 2x3 = —1

e Proc tato Gprava neméni mnozinu feseni?

o Predpokladejme, ze jsme vynasobili i-tou rovnici soustavy S;
skaldrem « # 0 a ze jsme tim dostali soustavu S,.

xa # 0

Y

\ g

X !

il
0

S

e Vynasobime-li i-tu rovnici soustavy S, skalarem a~
(inverznim prvkem k «), dostaneme soustavu Sj.

o Plyne, Ze kazdé FeSeni soustavy S, je zaroven FeSenim soustavy
S1 a naopak.

1

Varovani: Nendasobte rovnici nulou, protoze tohle ,,znici"
rovnicil



© Pricteme k jedné rovnici nasobek jiné rovnice.
o Napf. pri¢teme-li (—1)-ndsobek druhé rovnice ke tfeti:

X1 + X2 +  2x3 = 2 X1 + X2 +  2x3 = 2
X1 +  4x3 = 0 — X1 +  4x3 = 0
X1 + 3xp - 2x3 = -1 3x — 6x3 = -1

e Proc tato Gprava neméni mnozinu feseni?

e Predpokladejme, ze jsme pricetli a-nasobek i-té rovnice
soustavy Sy k j-té rovnici (i # j) a ze jsme tim dostali
soustavu S,.

o Pfi¢teme-li (—«)-ndsobek i-té rovnice soustavy S k j-té
rovnici soustavy S,, dostaneme soustavu Sj.

o Plyne, ze kazdé FeSeni soustavy S, je zaroven feSenim soustavy
S1 a naopak.



v v

@ Namisto soustav rovnic, Ize také upravovat jejich rozsirené

matice.
e Existuji tri typy ,.elementarnich fadkovych Gprav” pro matice
(s prvky z néjakého télesa F):
@ Vyména (prohozeni) dvou Fadka.
e Vyménu i-tého a j-tého Fadku (i # j) zna&ime ,Ri <> R;".

1 3 -2,-1 R 11 2, 2
10 210 RV 10 210
11 2! 2 1 3 -2'-1



@ Nasobeni fadku nenulovym ¢&islem (skaldrem).
o Nasobeni i-tého Fadku skalarem o # 0 znadime ,R; — aR;".

1
1
2
1

1 2, 2
0 21 0 Re 2k
3 -2 -1



© P¥icteni nasobku jednoho fadku k jinému fadku.
o PFi¢teni a-tého nasobku j-tého Fadku k j-tému ¥adku (i # j)
zatime ,R; — R; + aR;".

R3—>R3+(—1)R2
~

Poznamka: Misto ,R; — R3 + (—1)R," lze psat prosté
,,R3 — R3 — R2”.



@ Elementarni radkové tpravy:

@ Vyména (prohozeni) dvou Fadki.

e Vyménu i-tého a j-tého fadku (i # j) zna&ime ,R; <> R;".
@ Nasobeni fadku nenulovym &islem (skaldrem).

o Nasobeni i-tého fadku skaldrem « # 0 znaéime ,,R; — aR;".
@ Pricteni ndsobku jednoho ¥adku k jinému Fadku.

o P¥i¢teni a-tého nasobku i-tého Fadku k j-tému ¥Fadku (i # j)

za¢ime ,R; = R; + aR;"

@ Poznamka: Vsechny elementarni radkové Gpravy jsou vratné:
@ dprava ,R; <+ R;" zvrati sama sebe (aplikujeme-li tuto tpravu
dvakrat, dostaneme plvodni matici);
@ dpravu ,R; — aR;" (a # 0) lze zvrétit dpravou ,R; — o 1R;";
Q lpravu R, — R+ aR" (i # j) lze zvratit dpravou
“Ri = Rj —aR;".



@ Poznamka:

o Redeni soustav linearnich rovnic je naéi hlavni motivaci pro
zavedeni elementarnich fadkovych Gprav.

o Nicméné elementarni Fadkové lpravy lze aplikovat na
libovolnou matici (s prvky v néjakém télese), dokonce i na
matici, kterou jsme neziskali jako rozsitenou matici néjaké
linedrni soustavy.

@ Tohle opravdu budeme délat béhem toho a pfistiho semestru.

e Prozatim bude uzite¢né chapat elementarni radkové Gpravy na
maticich jako Uspornéjsi zpiisob provadéni odpovidajicich tprav
na linearnich soustavach.



e Terminologie/Znaceni: Matice A a B jsou radkové
ekvivalentni (coz zna¢ime A ~ B), jestlize Ize matici A prevést
na matici B pomoci elementarnich radkovych Gprav.

o Radkové ekvivalentni matice jsou vzdy stejného typu (tj. maji
stejny poclet Fadkl a stejny pocet sloupcil) a jejich prvky musi
patfit do stejného télesa.

e Poznamka: Jsou-li dvé matice radkové ekvivalentni a maji-li
alespon dva sloupce, pak ,kéduji” ekvivalentni soustavy
linedrnich rovnic.

o Presnéji: tyto dvé matice jsou rozsifenymi maticemi
ekvivalentnich linedrnich soustav.

e Matice, kterd ma pouze jeden sloupec (tj. matice, ktera je
sloupcovym vektorem), neni rozsitenou matici zadné linearn{
soustavy.

o Nicméné, elementarni radkové Upravy lze aplikovat na
sloupcové vektory.
e Sloupcové vektory mohou byt fadkové ekvivalentni.



Necht F je téleso. Radkova ekvivalence je relace ekvivalence na
mnoziné F"*™ neboli:

@ [reflexivita] VA € F™™: A~ A;
@ [symetrie] VA, B € F™™ A~ B = B~ A;
@ [tranzitivita] VA, B,C e F™*™: (A~ BAB~ C) = A~ C.

Dikaz. (a) Necht A € F™™. Vynasobime-li prvni fadek matice A
¢islem 1 (,Ry — 1R;"), dostaneme A, a proto A ~ A.



Necht T je t&leso. Radkova ekvivalence je relace ekvivalence na
mnoziné F"*™ neboli:

@ [reflexivita] VA € F™*™: A ~ A;

@ [symetrie] VA, B € F™™ A~ B=— B~ A;

@ [tranzitivita] VA, B,C e F"™*™. (A~ BAB~ C) = A~ C.

Diikaz (pokracovani). (b) Necht A, B € F"™*™ a predpokladejme,
ze A ~ B. Pak aplikovanim néjaké posloupnosti elementérnich
radkovych Gprav, tfeba Ry, ..., Ry, ziskdme matici B.

Ale vime, Ze elementarni radkové lpravy jsou vratné!

Vi e {1,...,k}: necht R/ je elementérni ¥adkova Gprava, kterd
zvrati R;. Aplikujeme-li posloupnost R, , ..., Rj elementérnich
radkovych Gprav na matici B, ziskdme matici A. Plyne, ze B ~ A.



Necht T je t&leso. Radkova ekvivalence je relace ekvivalence na
mnoziné F"*™ neboli:

@ [reflexivita] VA € F™™: A~ A;

@ [symetrie] VA, B € F™™ A~ B = B~ A;

@ [tranzitivita] VA, B,C e F™*™. (A~ BAB~ C) = A~ C.

Proof (continued). (c) Necht A, B, C € F"™™ a predpokladejme, ze
A~ Band B~ C.

Jelikoz A ~ B, vime, ze B lze ziskat aplikaci néjaké posloupnosti

Ri, ..., R elementarnich Fadkovych Gprav na matici A.

Podobnég, jelikoz B ~ C, vime, ze matici C lze ziskat aplikaci
néjaké posloupnosti Ry1, ..., Rki¢ elementarnich fadkovych Gprav
na matici B.

Aplikujeme-li posloupnost Ry, ..., R, Rk+1, ..., Rkre na matici A,

ziskdme matici C. Plyne, Ze A~ C. O



o Nulovy radek matice je fadek, jehoz prvky jsou pouze nuly.

s vz

@ Nenulovy Fade matice je radek, ktery ma alespon jeden
nenulovy prvek.

@ Nulové and nenulové sloupce jsou definovane analogicky.



e Matice A= a; | v F™™M (kde T je néjaké téleso) je v

nxXm

odstupriovaném tvaru pokud existuji r € {0,1,...,n} a
rostouci posloupnost pfirozenych Cisel 1 < j3 < --- < j, <m
t.z.
#0 kdyz i<r,j=]ji
aj j =0 kdyz i<r,j<j
=0 kdyz i>r
0 M x % % * * * * * |
0 0O 0 M x =x % *x % =
0 0 0 0O M x x x x x
0 00O O OO0 M % x
0 000 0 0O0OO0OTUO0ODO
L0 0O 00O O OO O0 O 0]

o Tady éerné &tverce (M) reprezentuji nenulova &isla, zatimco
hvézdicky () reprezentuji libovolnd &isla.

o Tedy kazdy nenulovy Fadek zacinad vétsim poctem nul nez
fadek predchozi, a vSechny nulové ¥adky (pokud existuji) jsou
umistény dole.



o Matice A= [ a; |, . vIF"™™ (kde F je néjaké téleso) je v
redukovaném odstupriovaném tvaru pokud existuji
r€{0,1,...,n} a rostouci posloupnost pfirozenych Cisel
I1<p<---<jr<mti

=1 kdyz i<r,j=j
=0 kdyz i<r,j<jj

i) =0 kdyz ke {l,....rtt i<k j=j

=0 kdyz i>r

0O 1 x 0 0 * x 0 % x]
00010 x x 0 % =
00001 * x 0 * =
0 00 0O0O0OO O0T1 % =
0 0000O0OOO0OOOTO O
L0 0 0 00 O0O0O0O0 0]

o Tady hvézdicky (x) reprezentuji libovolna ¢isla.



o W x * * * % * * % 0 1 =+« 0 0 *x =% 0 =x =

0O 0 0 m * * ok * * ok 0 0 0 1 0 *x =% 0 =x =

0O 0 0 o MW x =« * * ok 0 0 0 0 1 *x =% 0 =* =

0 0 0 0 0 0 0 | | * * 0 0 0 0 0 0 0 1 * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

o REF = odstupnovany tvar
e anglicky: row echelon form

@ RREF = redukovany odstupnovany tvar
e anglicky: reduced row echelon form

@ Poznamka: Kazd4 matice v redukovaném odstupnovaném
tvaru je zejména v odstupnovaném tvaru.



o W x * * * % * * ok 0 1 =+« 0 0 *x =% 0 =x =

0 0 o u * * * * R 0O 0 0 1 0 = * 0 % *

0o 0 0 o MW x =« * * ok 0 0 0 0 1 =% =% 0 = =x

0 0 0 0 0 0 0 | | * * 0 0 0 0 0 0 0 1 * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

@ V nasem diagramu pro matici v odstupniovaném tvaru (REF):
o pozice Cernych ctverch (M) se nazyvaji pivoty;
o sloupce, které obsahuji pivot (,,¢erny &tverec” - M) se nazyvaji
bazické, a ty ostatni sloupce jsou nebazické.



o W x * * * % * * ok 0 1 * 0 0 =% =x= 0 =

0 0 o m * * * * * % 0O 0 0O 1 0 =x= =*= 0 =

0o 0 0 o W x =« * * ok 0 0 0 0 1 =% =x 0 =

0 0 0 0 0 0 0 | | * * 0 0 0 0 0 0 0 1 *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

Kazda matice (jejiz prvky patfi do néjakého télesa) je radkové
ekvivalentni s pravé jednou matici v redukovaném odstupnovaném
tvaru.

OO ¥ ¥ % ¥

o Diikaz: vynechan.
e Je to trochu slozitéjsi indukéni ditkaz (podle poétu sloupct).
Naleznéte ho ve skriptech (Penev, Theorem 1.3.6 - nepovinné
Cetba).



o W * * * % * * % 0 1 = 0 0 *x =% 0 =x= =

0 0 o n * * * * * % 0O 0 0 1 0 = * 0 x *

0 0 0 0 B o« o« * * % 0 0 0 0 1 *x =% 0 =x= =

0 0 0 0 0 0 0 | | * * 0 0 0 0 0 0 0 1 * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

e Dle Véty 2, libovolné matici A (jejiz prvky patfi do néjakého
télesa) je radkové ekvivalentni pravé jedna matice v
redukovaném odstupnovaném tvaru.

e Tuto matici nazyvame redukovanym odstupriovanym tvarem
matice A a zna¢ime ji RREF(A).

@ Daéle popiseme algoritmus, ktery pro libovolnou matici A
vypoclitda RREF(A).

@ Nez k tomu pristoupime, uvedeme nékolik disledkid Véty 2.

e Formalni diikazy téchto dlsledkl vynechame, ale v podstaté
jednoduse plynou z Véty 2.



o W x * * * % * * 0 1 = 0 0 *x =x= 0 =

0 0 o m * * * * R 0O 0 0 1 0 = * 0 %

0O 0 © o MW x =« * * ok 0 0 0 0 1 =% =x 0 =

0 0 0 0 0 0 0 n * * 0 0 0 0 0 0 0 1 *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

Dusledek 3

Jsou-li dvé matice v odstupnovaném tvaru radkové ekvivalentni,
pak maji stejné pivoty.

O % ¥ % ¥

e Odstupriovany tvar matice A je libovolnd matice v
odstupnovaném tvaru, kterd je radkové ekvivalentni s A.

e Zatimco matice A mé jediny redukovany odstupnovany tvar,
A miize mit vice (nebo dokonce nekone¢né mnoho)
odstupnovanych tvard.

o Nicméné, dle Disledku 3, vSechny odstupriované tvary matice
A jsou schematicky stejné: jejich ,Cerné ctverce” (M), tj.
pivoty, jsou na stejnych pozicich.



coocooo

| * * * * * * * * 0o 1 * 0 0 x * 0 * *

0 0o n * * * * * % 0O 0 0 1 0 = * 0 x *

0 0 0 B o« * * * % 0O 0 0 0 1 = * 0 % *

0 0 0 0 0 0 | | * * 0 0 0 0 0 0 0 1 * *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REF RREF

Pivoty libovolné matice A jsou pivoty libovolného
odstupnovaného tvaru matice A.

Bazické sloupce matice A jsou sloupce, které obsahuji pivot, a
ty ostatni sloupce jsou nebazické.

Nap¥. pozdéji uvidime, ze matice vpravo je jednim z
odstupnovanych tvar(i matice vlevo. Pivoty jsou zvyraznény
rameckem, bazické sloupce jsou Cervené.

[o] -3 -6 3 4 -1 3 0 11 -6 5
2 4 13 4 3 ~ 0 4 2 2 -2
2 3 0 11 5 0 0 0 o0 2

Hodnost matice A, znalena rank(A), je pocet pivotd matice A
(ekvivalentné: poclet bazickych sloupci matice A).
o Ekvivalentné: rank(A) je pocet nenulovych fadki v jakémkoliv
odstupnovaném tvaru matice A.
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RREF

REF

Dusledek 4

RREF(B).

Necht F je téleso. VA, B € F"*™:
A ~ B <= RREF(A)




0
0
0
0
0
0

| I * * * * * * ok 0 1 = 0 0 =* =x= 0 =

o 0o m * E * * 0O 0 0 1 0 =% =* 0 =

0 0 0 | * * * ok 0O 0 0 0 1 = * 0 %

0 o0 0 0O 0 0 W x x 0O 0 0O O O 0 0 1 =

0 o0 0 0O 0 0 O 0 o0 0o 0 0O 0O O 0O 0 o0 o0

0 o0 0 0O 0 0 O 0 o0 0o 0 0O 0O O 0O 0 o0 o0
REF RREF

Ted popiseme algoritmus (tzv. Gaussovu—Jordanovu
eliminaci), ktery pro libovolnou matici A (s prvky v néjakém
télese) vypocitd RREF(A).

Algoritmus ma dvé Casti: doprednou a zpétnou fazi.
Doprednéa faze (ktera se také nazyva Gaussova eliminace)
vypocita néjaky odstupnovany tvar matice A.

Zpétna faze vypodita redukovany odstupnovany tvar matice
A, tj. RREF(A).

O ¥ % ¥ ¥



Gaussova-Jordanova eliminace:

e Dopredna faze (Gaussova eliminace):

@ Zaclnéte s nejlevéjsim nenulovym sloupcem. Tento sloupec je
bazicky. Pivot je v nejvy$$im nenulovém ¥adku tohoto sloupce.

@ Vyberte v bazickém sloupci nenulovy prvek a (je-li to nutné)
prohodte fadky tak, aby se tento prvek presunul do pivotu.

© Pomoci elementarnich fadkovych dprav tvaru ,R; — R; + aR;”
(kde Fadek i obsahuje pivot, Fadek j je pod fadkem i a « je
vhodny skalar) vytvofte nuly ve vSech pozicich pod pivotem.

@ . Zakryjte" (ignorujte) Fadek obsahujici pivot i viechny Fadky
nad nim. Poté aplikujte kroky 1-4 na podmatici, ktera zlstane.
Postup opakujte, dokud nezpracujete vSechny nenulové radky.

o Zpétna faze:

@ Zaclnéte bazickym sloupcem, postupujte smérem vzhiru a
doleva a vytvorte nuly nad kazdym pivotem. Neni-li prvek v
pivotu roven 1, upravte fadek nasobenim vhodnym nenulovym

skaldrem tak, aby prvek v pivotu byl roven 1 ({iprava
+Ri = aR;" pro vhodné o # 0).



Aplikujte Gaussovu-Jordanovu eliminaci na realnou matici A,
abyste vypoditali RREF(A).

0 -3 6 3 4 -1
A = 2 1 —4 13 -4 3
2 3 01 -6 5

Reseni. Nejd¥iv aplikujeme doprednou fazi algoritmu (tj. Gaussovu
eliminaci), abychom vypoditali odstupiiovany tvar matice A.



Reseni (pokracovani). Doptedna faze (Gaussova eliminace):

[0 -3 -6 3 4 -1
-4 13 —4 3
2 3 0 11 -6 5

>
Il

N
_

2 3 0 1 -6 5

RugRs 2 1 -4 13 -4 3
|0 -3 =6 3 4 -1
2 3 0 11 -6 5]
RemRo=ha 0 -2 —4 2 2 -2

R3—>R3—%R2
~

Dopredna faze algoritmu je ukonéena: nase matice je v
odstupnovaném tvaru.



A

Ri—R1+6R3
RQ*}RQ*2R3

Rz—)—%RQ
~

R1—>R1—3R2
~

R1*>%R1
~

0
0

oN

o

O =

-2

-2

o =

o = O

-4 2 2

—4

N O

—6
2
0

Resen/ (pokracovani). Zpé&tna faze:
[ 2

0 11 -6 5 dle
-2 dopredné
0 O 1 2 fazy

0 11 0 17
2 0 -6
0 01 2

11
-1
0

1

= O O
N W~

14
-1
0

= O O
N W o

|
o~
—= o o
N W b




Aplikujte Gaussovu-Jordanovu eliminaci na realnou matici A,
abyste vypoditali RREF(A).

0 -3 6 3 4 -1
A = 2 1 —4 13 -4 3
2 3 01 -6 5

Reseni (pokracovani). Zpétna faze algoritmu je ukonéena: nase
matice je v redukovaném odstupnovaném tvaru.

10 -3 70 4
RREF(A) = [0 1 2 -1 0 3
00 0 012

g




Aplikujte Gaussovu-Jordanovu eliminaci na matici B (s prvky v
Z3), abyste vypocitali RREF(B).

0110 2
21011
B = 21111
102 21

@ Budou uzitecné scitaci a nasobici tabulky pro Zs:

+10 1 2 0 1 2
0j]0 1 2 0j0 0 O
111 2 0 1710 1 2
212 0 1 210 2 1



Dopredna faze (Gaussova eliminace):

esent.

R

matice je v

novaném

odstup
tvaru

—

2

0

Ri<Ry
~
Ry—Ro+Ry
R3—R3+Ry
~

R3—R3+2R,
Ry— Ra+2R;
~

Ry—Ry+Rs
K



B )

Ri—R1+R3
Ro—Ro+R3
o

+
0
1
2

Reseni (pokracovan

N = OO
O N R+
= o NN
N = of -
o O OO
N R O

[N

OO O
[eNeN e
O = NN
ocooonN
oo N

[oNeNeN
oo m+=O
o= OO
OO OoON
oOoOoON

OO O
O OO
o= OO
oo oN

=N OIN

dle
dopredné
faze

matice je v
redukovaném
odstupriovaném
tvaru

OO N
O

e Pro dalsi pfiklady, viz skripta (Penev, oddil 1.3.3).



@ Jak vyresime linearni soustavu?

@ Nejprve vytvofime rozsitenou matici linearni soustavy a
pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace ji prevedeme do
redukovaného odstupriovaného tvaru (RREF).

e Poté ,prelozime” matici (v RREF) zpét na linearni soustavu.

@ Linearni soustava, kterou timto zpiisobem ziskame, je
ekvivalentni s plivodni linedrni soustavou.

@ Nyni uré¢ime mnozinu feSeni.



@ Je-li posledni/nejpravéjsi sloupec (tedy ten, ktery je vpravo od
svislé teCkované Cary) bazicky, pak je soustava nefesitelnd, tj.
nema zadné Feseni.

e Napr. predpokladejme, ze jsme Gaussovou-Jordanovou
eliminaci dostali nasledujici redlnou matici.

O O O
O O = O

Tato matice je rozsitenou matici nasledujici linedrni soustavy:

X1 - X3 = 0
Xo  + 5X3 =0

0 =1

0 =0

Kvdli rovnici ,,0 = 1"je tato soustava nefeSitelna.



@ Je-li posledni (nejpravéjsi) sloupec (tedy ten, ktery je vpravo
od svislé teckované Cary) nebazicky, ale viechny ostatni
sloupce jsou bazické, pak ma soustava pravé jedno feseni.

e Ptiklad: na pristim slajdu!



o Napf. predpokladejme, ze jsme Gaussovou-Jordanovou
eliminaci dostali nasledujici redlnou matici.

1 00,-5
010 0
001, 3
000" O

Tato matice je rozsitenou matici nasledujici linedrni soustavy:

X1 = -5
X2

X3 =

0

o w o

Tato soustava je FesSitelnd a ma pravé jedno reseni, které lze
ihned vycist.
xy = —bH
X2
X3 = 3

I
o



© Je-li posledni (nejpravéjsi) sloupec (tedy ten, ktery je vpravo
od svislé teckované ¢ary) nebazicky, a zaroven je alespon
jeden dalsi sloupec nebazicky, pak ma soustava vic nez jedno
resSeni, které lze vycist takto.

e Proménné, které odpovidaji nebazickym sloupctim, nazyvame
volné proménné. Volné proménné mohou mit libovolné
hodnoty. Tyto hodnoty se nazyvaji parametry a znaCime je
pismeny, napriklad r, s, t.

e Proménné, které odpovidaji bazickym sloupciim, nazyvame
bazické proménné a urCujeme je pomoci parametri
(odpovidajicich volnym proménnym).

e Tento typ FeSeni nazyvdme obecné resent.

@ Priklad: na pristim slajdul



@ Napf. predpokladejme, Ze jsme Gaussovou—Jordanovou
eliminaci dostali nasledujici redlnou matici:

120 56, 0
001 -1 7 -3
000 00 O

Tato matice je rozsitenou matici nasledujici linearni soustavy:

x1 + 2x + 5xg + 6x5 = 0
X3 — X4 + Txs = -3
0 = 0

Tato soustava je FesSitelnd a ma vic nez jedno feseni.
Proménné x,, x4, x5 jsou volné, zatimco ostatni proménné
jsou bazické. Nyni vycteme obecné Feseni takto:

X1 = —2r — 5s — 6t
Xp = r

x3 = s—7Tt—3

X4p = S

X = t kde r,s, t € R.



@ Z predchoziho slajdu:

xy = —2r—Db5s—6t

Xo = r

x3 = s—T7t—3

X4 = S

xs = t kde r,s,t € R.

@ Poznamka: Nezapomente uvést, do jakého télesa patfi
parametry! Tady mame ,r,s,t € R", protoze koeficienty nasi
soustavy jsou redlné.



@ Urceni pocCtu feSeni linedrni soustavy:

o Nefesitelnd soustava nema zadné Feseni (pocet feseni je nula).

o Resitelna soustava miize mit jediné Feeni (tj. pravé jedno
feSen{) nebo vice nez jedno Feseni.

o Reditelnd soustava, kterd nema 2adné volné proménné, ma
jediné Fedeni (tj. pocet feSenf je jedna).

o Resitelna soustava, kterd ma alespoii jednu volnou
proménnou, ma vice nez jedno feseni, protoze kazda volna
proménna mize mit libovolnou hodnotu z daného télesa F.

o Je-li nase téleso IF nekone¢né (napf. Q, R nebo C), pak
resSitelna soustava, kterd ma alespon jednu volnou proménnou,
ma nekonec¢né mnoho Feseni.

o Je-li nase téleso IF konecné a je-li zaroven linearni soustava
resitelnd a ma pravé k volnych proménnych, pak je pocet
Yedeni soustavy pravé |F|* (kde |FF| je kardinalita t&lesa F, tj.
pocet prvki télesa F).

@ Zejména, pokud F = Z, pro néjaké prvocislo p, pak reSitelna
soustava, kterd ma pravé k volnych proménnych, ma pravé p*
Fedeni.



Vyfeste nasledujici linedrni soustavu s koeficienty v Zs a urcete
pocet jejich feseni.

Xy + X3 = 2
2X1 + X + X4 = 1
21 + x + x3 + xa = 1
X1 + 23 4+ 2x4 = 1
Reseni. Rozéitena matice soustavy je:
0 1 1 0;2
2 1 0 1'1
B 211 1,1
102 21
V drivéjsim prikladu jsme vypoditali:
100 2,1
01 0 0'2
RREF(B) = | 0 o 1 o'g
0000'0



Reseni (pokracovani). P¥ipominka:

RREF(B) =

O OO
O O+ O
O = OO

Posledni sloupec (tj. sloupec, ktery je doprava od svislé te¢kované
ary) je nebazicky, a proto je nase linedrni soustava feSitelna.
Bazické sloupce jsou prvni, druhy a tfeti sloupec, a tedy jsou
proménné xi, X2, x3 bazické, zatimco je x4 volna.

RREF(B) je rozsitena matice nasledujici linedrni soustavy:

X1 + 2x4 =
X2

OO N B+~

X3 =

0

Tato soustava je ekvivalentni nasi plivodni soustavé.



Reseni (pokracovani). P¥ipominka:

X1 + 2x4 =
X2

Il
co N~

X3
0 =

Proménné xi, x2, x3 jsou bazické, zatimco je x4 volna.

Obecné Yeseni nasi linedrni soustavy je:

x1 = t+1

X = 2

x3 = 0

Xqg = t kde t € Zs.

Nase linearni soustava je feSitelnd a méa jednu volnou proménnou.
Jeliko? téleso Zz ma t¥i prvky, pocet fedeni je 3' = 3. 0



@ Homogenni linedrni soustava je linearni soustava tvaru

a1,1X1 + a1,2Xx2 + ... + al,mXm = 0
a1Xx1 + an 2X2 + ... + Q. mXm = 0
an,1X1 + an,2X2 + ... + an,mXm = 0

kde koeficienty a;; patfi do néjakého télesa F (a O také patfi
do stejného télesa IF).

@ Takova soustava je vzdycky fesitelna, protoze ma alespon tzv.
Jtrividlni feseni”, tj. feSeni x1 = xp = -+ = x,, = 0.

o Netrividlni FeSeni homogenni linearni soustavy je feseni, které
neni trivialni.

@ Neékteré homogenni linedrni soustavy maji pouze trividlni
resSeni, zatimco jiné také maji netrivialni reseni.

e Zalezi to na tom, zda soustava ma volné proménné.

o Kdyz fesime homogenni linearni soustavy, staci pracovat s

matici koeficientu namisto rozsifené matice.



Vyreste nasledujici homogenni lineadrni soustavu s redlnymi
koeficienty.

2X1 — 4X2 = 6X4 =0
2x1 — 4 4+ 2x3 — 2x4 = 0

Kolik feseni ma tato linearni soustava? M4 netrivialni reseni?

Reseni. Matice koeficienti této homogenni linedrni soustavy je

_[2 -4 0 6
A'_l2—42—2]

Ted na tuto matici aplikujeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci.



Reseni (pokracovani).

A =

Ro—Ry—Ry 2 -4 0 6

0 0 2 -8
R1—>%R1 _ _
Ry—1Ry 1 -2 0 3

0 01 -4

Posledni matice je v redukovaném odstupnovaném tvaru. Plyne, Ze

1 -2 0 3
RREF(A) = lo 01 _4].



Reseni (pokracovani). P¥ipominka:

NEEET

2 —4 2 =2
1 -2 0 3
chREF(A)_[0 0 1 41.
Poznamka:

@ Matice A je matice koeficientti nasi homogenni linedrni
soustavy.

o Rozsifena matice této soustavy je [ A 0 ].

o Jelikoz elementarni Yadkové Gpravy neméni nulovy sloupec,
plati RREF([ A0 ]) = [ RREF(4) ' 0 ].



Reseni (pokracovani). P¥ipominka:
1 -2 0 3]

RREF(A):[O 01 s

Nyni pokracujeme ve vypoctu. Bazické sloupce matice RREF(A)
jsou prvni a treti sloupec. Plyne, Ze xi, x3 jsou bazické proménné,
zatimco xo, x4 jsou volné proménné. Déle vidime z matice
RREF(A), Ze nase plivodni homogenni linedrni soustava je
ekvivalentni nasledujici soustavé.

X1—2X2 —|—3X4:0
X3—4X4:0

Nyni mizeme vycist obecné feseni:

x; = 2s—3t
X = S
x3 = 4t

Xg = t kde s, t € R.



Vyreste nasledujici homogenni lineadrni soustavu s redlnymi
koeficienty.

2X1 — 4X2 aF 6X4 =0
21 — 4 4+ 2x3 — 2x4 = 0

Kolik feseni ma tato linearni soustava? Ma netrivialni reseni?

Reseni (pokradovani). P¥ipominka:

x1 = 2s—3t

Xp = S

x3 = 4t

Xqg = t kde s, te R.

Jelikoz ma nase linedrni soustava volné proménné (zejména dvé) a
nase téleso R je nekonecCné, vidime, Ze nase linearni soustava ma
nekonecné mnoho feseni. Zejména ma nase soustava netrivialni
fedeni (dokonce jich mé nekone¢né mnoho). OJ



