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@ Budeme pouzivat nasledujici znaceni:

N = mnozina pfirozenych &isel (tj. kladnych celych &isel)
No = mnoZina nezapornych celych cisel

7Z = mnozina celych Cisel

@Q = mnozina racionélnich Cisel

R = mnozina realnych Cisel

C = mnozina komplexnich &isel



Tato prednaska ma tfi Casti:
@ Modulérni aritmetika

@ Mnozina Z, a Mald Fermatova véta

@ Neformalni Gvod do téles



@ Modularni aritmetika

e ProneNameZ: ,n|m’znamena, ze m je délitelné n, tj.
dk € Z t.z. m = kn.

Necht n € N. Jestlize a, b € Z spliiuji n | (a — b), pak fikdme, ze
a a b jsou kongruentni modulo n, coz zapisujeme a = b (mod n)
nebo a =, b.

@ Jinymi slovy: a = b (mod n) pravé kdyz a a b davaji stejny
zbytek po déleni Cislem n.

e 2 =17 (mod 3); @ 2 # 17 (mod 2);
o —13 =8 (mod 7); e —13 # 8 (mod 5);
o —1 =7 (mod 4); e —1#7 (mod 6).




e Pfipominka: a = b (mod n) <= n| (a— b)

@ Pozndmka: Prone Naac Zplati: a=0 (mod n) <= n|a

@ Poznamka: Pro pevné n € N, kazdé celé &islo je kongruentnf{
modulo n s pravé jednim z nasledujicich &isel: 0,1,...,n— 1.
e Jak uvidime, aritmetika modulo n v podstaté spociva v
poditani s n hodnotami (konkrétné 0,...,n — 1), namisto s
nekonecné mnoha Cisly.
o To je uzitené pro nékteré aplikace (napf. urcité typy
kédovani).



P¥ipominka: a = b (mod n) <= n| (a— b)

Vizualné, kongruenci modulo n si mizeme predstavit s pomoci
»hodin s n hodinami"”. Nap¥. pro n = 5:

Pro nezaporné a € 7Z, za¢indme na 0, pak udélame a kroki ve
sméru hodinovych rucicek.

o Napf. 14 =4 (mod 5).
Pro zéporné a € Z, za¢iname na 0, pak udélame |a| = —a
krok(l proti sméru hodinovych rudicek.

o Napf. =7 =3 (mod 5).



Necht n € N. Kongruence modulo n je relace ekvivalence na
mnoziné Z, neboli:

@ [reflexivita] Va € Z: a =, a;
@ [symetrie] Va,beZ:a=,b=— b=,a
@ [tranzitivita] Va,b,c € Z: (a=, bAb=,¢c) = a=,c.

Diikaz. (a) a (b) jsou jednoduché. Dokazme (c). Necht a, b, c € Z
jsou t.z. a=, b a b=, c. Dle definice, n| (a—b) an|(b—c), tj.
Jk,€Z tz. a—b=knab—c={n. Potom plati:
a—c = (a—b)+(b—c)
= kn+/{n
= (k+0)n

= nl|(a—c)
—a=,cC



Necht n€ Naa,b,c,d €Z tz a=b (mod n)ac=d (mod n).
Potom plati:

@ a+c=b+d(mod n);
@ a—c=b-d(mod n);
@ ac = bd (mod n).

Diikaz. (a) a (b) jsou jednoduché. Dokazme (c).
Jelikoz a = b (mod n) a ¢ = d (mod n), existuji k,l € Z t.z.
a—b=knac—d=/{n. Potom plati:

ac—bd = ac—ad+ ad — bd
= a(c—d)+(a—b)d
= aln+ knd
= (al+ dk)n,

a proto n | (ac — bd), tj. ac = bd (mod n). O



Necht n€Naa,b,c,d€Ztz a=b (modn)ac=d (modn).
Potom plati:

@ a+c=b+d (mod n);

@ a—c=b-d(mod n);

@ ac = bd (mod n).

@ Pozor: Nedélte!

=2
6=2(mod4) === 3=1(mod4)
— —
pravdivé nepravdivé

Necht n€ NaabeZtz a= b (mod n). Potom plati
at = b* (mod n) Vt € Np.

Diikaz. Plyne z Tvrzeni 2(c), které pouzijeme t-krat. [J



@ Aplikace: kritéria délitelnosti
e PouZijeme modularni aritmetiku, abychom dokazali, ze celé
Cislo je délitelné 9 tehdy a jen tehdy, kdyz je soulet jeho Cislic
délitelny 9 (a totéz plati pro délitelnost 3).

@ Pro ag,a1,...,a, €4{0,1,...,9}: . '
3K . aid0 = a-10k4+---4+a;-104a = Za,--lO’

Pro kazda a,...,a1,a0 € {0,1,...,9}, plati:
@ 3 @a=ak+--+ a1+ a (mod9);
Q 9|ak .ai1dy — 9|(ak+“'+31+ao).

Pro kazda ay,...,a1,a € {0, 1,...,9}, plati:
@ 3 a@a=ak+- -+ a1+ a (mod 3);
Q@ 3|ak...alao <— 3|(ak+--~+al+ao).

@ Dokazeme Tvrzeni 4. Diikaz Tvrzeni 5 je analogicky.



Pro kazda ay,...,a1, a0 € {0, 1,...,9}, plati:
@ 3. a@a=ak+- -+ a+a (mod9);
Q@ 9|ak .aiag — 9|(ak+--~+al+ao).

Dikaz. Necht a,...,a1,a € {0,1,...,9}.
Nejprve si véimnéme, 7e 10 =g 1, a proto 10’ =g 1’ = 1 Vi € Np.

Pak plati:
3. d1d0 = ax-10F+---4+a;-10+ a9
=9 ak-1l+---+a-1+a
= a+---+a+ a.

Tim je dokéazano (a).



Pro kazda ax,...,a1,a0 € {0,1,...,9}, plati:
@ 3 aag=ak+ -+ a1+ a (mod9);
Q@ 9]ak...alao <~ 9‘(3k+“'+31+30).

Diikaz (pokracovani). Pro (b):

9|3 --a1a0 gefy 3k -.a1d0 = 0 (mod 9)

é} ak+---+a+a =0 (mod9)

&Y 9 (et 4 a1+ a)

Tim je dokazano (b). O



@ Mnozina Z, a Mald Fermatova véta

@ Pro n€ N a a € Z, zbytkova trida ¢&isla a modulo n je
[a]n :={x€Z]|x=a(mod n)}.
o Napr.

o [0,={...,—4,-2,0,2,4,...};
o p={..,-3,-1,1,3,5,... };
o [0]s = {.. —6, 3,0,3,6,... };
o [s={..,-5-21,47,...}
o 25={...,—4,-1,2,5,8,...}.
e Vsimnéme si, Zze a € [a],, protoze a = a (mod n).

@ Definujeme:
Zn = {laln]|a€Z}.



e Pfipominka: [a], := {x € Z | x = a (mod n)}.

Necht n € N. Kongruence modulo n je relace ekvivalence nad Z,
neboli:

@ [reflexivita] Va € Z: a =, a;
@ [symetrie] Va,beZ: a=,b = b=, a
@ [tranzitivita] Va,b,c € Z: (a=, bAb=,¢c) = a=,c.

@ Z Tvrzeni 1 plyne:

VneN, a,beZ:
@ a=b(modn) = [a],=[b]n;
@ a#b(modn) = [a]l,N][b],=0.




VneN, a,beZ:
@ a=b(modn) = [a],=[b]n;
@ a#Zb(modn) = [a]l,N[b],=10

Dikaz. Necht n€ N a a,b € Z.

(a) Pfedpokladejme, ze a = b (mod n). Dokdzeme, ze [a], = [b],-
Stadi dokazat, ze [a], C [b], (dikaz opacné inkluze je analogicky).
Necht x € [a],. Pak plati x = a (mod n). Jelikoz a = b (mod n),
plyne z Tvrzeni 1, ze x = b (mod n), a tedy x € [b],. Tim jsme
ukazali, ze [a], C [b]n, ¢imZ je (a) dokazano.

(b) Pfedpokladejme pro spor, ze a Z b (mod n), ale

[a], N [b]n # 0. Necht x € [a], N [b],. Pak plati, Ze x = a (mod n)
a x = b (mod n), a tedy podle Tvrzeni 1 a = b (mod n), coz je
spor. [



VneN, a,beZ:

@ a=b(modn) = [a]n=[b]n;
@ a#b(modn) = [a]l,N][b],=0.

@ Necht n € N.

o Kazdé a € Z je kongruentni modulo n s jednim z &isel
0,1,...,n—1, a tedy podle Tvrzeni 6(a) plati, ze [a], je rovno
jednomu z [0],, [1]4, ..., [n — 1]n.

o Plyne, ze Z, = {[0],,[1]n.....[n— 1], }, a zéroved
Z=0],U[l],U---U[n—1],.

e Na druhou stranu, zadna dva z ¢isel 0,1,...,n— 1 nejsou
kongruentni modulo n, a tedy podle Tvrzeni 6(b) plati, Ze
[0]n, [1]ns - - -, [n — 1], jsou navzdjem disjunktni.

o Plyne, ze [0]p, [1]n,- .., [n — 1], tvofi ,rozklad” mnoziny Z, tj.

e mnoziny [0]n,[1]s, ..., [n — 1], jsou neprazdné,
e Z=[0],U[1]aU---U[n—1],,
e [0]n, [1]n,...,[n — 1]a jsou navzdjem disjunktni.



@ Pripominka: Pro n € N:
o [a]l,:={x €Z|x=a(mod n)} pro kazdé a € Z;
o Zy:={[aln| a€Z} = {[0]n [Un:---.[n—1]n}.

@ Znacleni: V kontextu mnoziny Z, (n € N), ¢asto piSeme prosté
0,1,...,n—1 namisto [0]n, [1]n,...,[n — 1], (resp.).

e Pozor: Tohle délame pouze v pripadé, ze jsme uz zavedli, Ze
pracujeme s Cisly v Z,! (Jinak jsou 0,1,...,n— 1 prosté cela
¢isla0,1,...,n—1.)

@ Napf. pro n =2, mame
o [0]2 = {2t |t € Z} (mnozina vSech sudych celych Cisel),
o [1]2={1+2t |t € Z} (mnozina vSech lichych celych &isel),
a Zg = {[0]2, [1]2}.

o Obvykle piSeme prosté Z, = {0, 1}, pficemz jsou 0 a 1

technicky mnoziny [0]2 a [1]2 (resp.).



Necht n€ Naa,b,c,d €Z tz a=b (mod n)ac=d (mod n).
Potom plati:

@ a+c=b+d(mod n);
@ a—c=b-d(mod n);
@ ac = bd (mod n).

@ Podle Tvrzeni2 a6, prone Na a,a',b,b' € Z t.z.
[a]n = [a']n @ [b]n = [b]s, plati:
o [a+b],=1[a + b
o [a—b],=[a — b], and
o [ab], = [a'b],
@ Plyne, ze scitani, od¢itani, nasobeni v Z, miizeme definovat
takhle: Pro n € N a a, b € Z, definujeme
o [a], + [b]n = [a+ b]n;
o [a]n — [bln = [a — b]n;
o [a],[b], = [ab]n.



Pro kazdé n € N plati:

@ scitani a nasobeni v Z,, jsou komutativni, tj. Va, b € Zj:
at+b=>b+aA ab= ba

@ scitani a nasobeni v Z, jsou asociativni, tj. Va, b, c € Z,:
(a+b)+c=a+(b+c) A (ab)c = a(bc);

@ nasobenf je distributivni vzhledem ke scitani v Zj, tj.
Va,b,c € Zy: a(b+ c) = ab + ac.

@ Tvrzeni 7 v podstaté plyne z definici s¢itani a nasobeni v Z,, a
takze ze zakladnich vlastnosti s¢itani a nasobeni v Z.

o Detaily nechame jako cviceni.



@ Pro malé hodnoty n leze jednoduSe vypsat scitaci a nasobici
tabulky pro Z,,.

@ Scitaci a nasobici tabulky pro Z» jsou:

+ [ [0z [1] - | [0l [1]2
[0]2 | [0]2 [i]2 [0]2 | [0]2 [0]2
[1]2 | [1]2 [0]2 (12 | [0]2 [1]2

@ Obvykle vynechavame hranaté zavorky a indexy! Tedy mame
nasledujici s¢itaci a nasobici tabulky pro Z:

0
1

+]0
00
11

1
0
1

o R
o o|lo



e Scitaci a nasobici tabulky pro Zs jsou:

+10 1 2 0 1 2
0(0 1 2 0 0 0
111 2 0 1/0 1 2
212 01 210 2 1

P¥ipomindme, Ze technicky, 0,1, 2 jsou mnoziny [0]3, [1]3, [2]3
(resp.).



@ Scitaci a nasobici tabulky pro Z4 jsou:

+]10 1 2 3 -0 1 2 3
0/0 1 2 3 0j0 0 O O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 2|10 2 0 2
313 0 1 2 310 3 2 1

P¥ipominame, ze technicky, 0,1, 2,3 jsou mnoZiny
[0]a, [1]a, [2]a; [3]a (resp.).



@ Sditaci a nasobici tabulky pro Zs jsou:

+]/0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0(0 1 2 3 4 0|0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

P¥ipominame, ze technicky, 0,1, 2, 3,4 jsou mnoziny
[0]s, [1]s, [2]s, [3]s, [4]5 (resp.).
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o Necht n e N.

o Poznadmka/Znaleni: Kazdé a € Z,, ma jediny opaény prvek, tj.
Cislo v Z,,, které Ize pridat Cislu a, abychom dostali 0. Opacny
prvek k Cislu a znacime —a.

@ Pokud pouzivdme hranaté zavorky a indexy, pro kazdé a € Z
plati: —[a], = [—a], = [n — a]».
@ Obvykle v kontextu Z, vynechavame hranaté zavorky a indexy.

e Pro malé hodnoty n, plati:

e vZy:—0=0, —-1=1;

e vZ—0=0 -1=2 -2=

@ vZs —0=0, -1=3, -2=2, —-3=1;

e vZs:—0=0 —-1=4, -2=3, —-3=2, —4=1.
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@ Poznamka: Pro n =2, 3,5, kazdé nenulové Cislo a € Z, ma
(jediny) ,inverzni prvek”, tj. &islo v Z, kterym lze vynésobit a,
abychom dostali 1.

@ Tohle neplati pro n = 4.

@ Rozdil je v tom, Ze 2,3,5 jsou prvocisla, zatimco 4 je slozené
cislo.

Véta 8
Necht n € N a a € Z jsou nesoudéInd, tj. NSD(a, n) = 1. Pak
db € Z tz. ab=1 (mod n), a tedy [a],[b], = [1]n

Disledek 9

Necht p € N je prvodislo. Pak plati:

@ Vac€Ztz anenidélitelné p, 3b € Z t.z. ab=1 (mod p), a
tedy [a]p[b]p = [1]p;

@ VaeZy,\{0},IbeZ,\ {0}tz ab=1.72

Znaéeni: 0 = [0], a 1 = [1],.




Necht n € N a a € Z jsou nesoudéInd, tj. NSD(a, n) = 1. Pak
db € 7Z t.z. ab=1 (mod n), a tedy [a],[b]n = [1]n.

Diikaz. Nejdfiv dokdzeme, ze zadna dvé Cisla z

0,a,2a,...,(n— 1)a nejsou kongruentni modulo n (z ¢ehoz plyne,
ze [0]n, [a]n, [28]n, - - -, [(n — 1)a], jsou parové odlisné).
Predpokladejme pro spor, ze existuji odlisné i,j € {0,...,n—1}

t.z. ia = ja (mod n). Pak (i —j)a =0 (mod n), tj. n|(i — j)a.
Jelikoz NSD(a, n) = 1, plyne, ze n|(i — j), coz je spor, protoze
i,je{0,....n—1}and i #j, atedy 0 < |i —j| < n.

Dokéazali jsme, ze zadna dvé &isla z 0, a,2a,....(n — 1)a nejsou
kongruentni modulo n.



Necht n € N a a € Z jsou nesoudéInd, tj. NSD(a, n) = 1. Pak
db e Ztz ab=1 (mod n), a tedy [a],[b], = [1]5-

Dikaz (pokracovani). Pfipominka: zadna dvé &isla z
0,a,2a,...,(n—1)a nejsou kongruentni modulo n.

Vime, ze kazdé celé Cislo je kongruentni jednomu z Cisel
0,1,...,n— 1. Jelikoz Zddn4 dvé z n &isel 0,a,2a,...,(n—1)a
nejsou kongruentni modulo n, plyne, ze (pravé) jedno z &isel

Jinymi slovy, b € {0,1,2,...,n— 1} t.z. ba=1 (mod n), a tedy
ab =1 (mod n) a [a]s[b], = [1]. O



Necht n € N a a € Z jsou nesoudéInd, tj. NSD(a, n) = 1. Pak
db € Z tz. ab=1 (mod n), a tedy [a],[b], = [1].

Disledek 9

Necht p € N je prvodislo. Pak plati:

@ Vac€Ztz anenidélitelné p, 3b € Z t.z. ab=1 (mod p), a
tedy [a]p[b]p = [L]p;

@ VaeZy,\{0},IbeZ,\ {0}tz ab=1.72

Znaéeni: 0 = [0], a 1 = [1],.

Dikaz. Jelikoz p je prvodislo, pro kazdé a € Z t.z. p fa plati
NSD(a, p) =1, a proto (a) plyne z Véty 8.

Cast (b) plyne z (a). Vskutku, necht a € Z, \ {0}. Pak existuje
celé ¢islo &’ € {1,...,p— 1} t.z. a = [d],. Podle (a), 3b' € Z t.2.
[']p[6']p = [1]p. tj- pro b := [b'], plati ab = 1. O



Véta 8

Necht n € N a a € Z jsou nesoudélnd, tj. NSD(a, n) = 1. Pak
db € Z tz. ab=1 (mod n), a tedy [a],[b], = [1]x-

Dasledek 9

Necht p € N je prvodislo. Pak plati:

@ VacZtz anenidélitelné p, 3b € Z t.z. ab=1 (mod p), a
tedy [a]p[b]p = [1]p;

@ VaeZy,\{0},3beZ,\ {0}tz ab=17

“Znaceni: 0 =[0], a 1 = [1],.

@ Disledek 9 rika, Ze pro kazdé prvocislo p, kazdé Cislo v
Zp \ {0} ma inverzni prvek.

@ Mald Fermatova véta je silngjSi verze Disledku 9, v tom
smyslu, Ze dava vzorec pro ten inverzni prvek.



Mala Fermatova véta

Pro kazdé pe N a a€ Z t.z. p je prvolislo a p fa, plati
Pt =1 (mod p).

@ Malou Fermatovu vétu dokazeme, ale nejdfive ji
preformulujeme dvéma zpisoby.
@ Pro na ae€Z, mocniny isla a definujeme rekurzivné takto:
o a% =1 (kde 1:= [1],);
o a™!l = a3 pro kazdé m € Ny.
Tedy pro m € N, jak obvykle platf

pri¢emz nasobeni je v Zj,.

@ Nyni preformulujeme dvéma zpiisoby.



@ Stard verze:

Mala Fermatova véta

Pro kazdé pe N a a€ Z t.z. p je prvolislo a p fa, plati
aP~1 =1 (mod p).

@ Dvé nové verze:

Mala Fermatova véta

Pro kazdé pe N a a€ Z t.z. p je prvolislo a p fa, plati

([alp)" " = [1],.

@ Poznamka:
1 =1 (mod p) <= [a771], = [1], <= ([a],)" = [1],

Mala Fermatova véta

Pro kazdé prvotislo p € N a kazdé a € Z, \ {0}, plati a1 = 1.




Mala Fermatova véta

Pro kazdé prvotislo p € N a kazdé a € Z, \ {0}, plati a1 = 1.

@ Necht p € N je prvocislo a necht a € Z,, \ {0}.

o Dle Malé Fermatovy véty, a”~2 je inverzni prvek k &islu a, tj.
vynasobime-li &islo a &islem aP~2 (zleva nebo zprava),
dostaneme 1:

0 a-a"P2=a"2.a=1.
o Navic, a”~2 je jediny inverzni prvek k &fslu a v Zp,.
e Vskutku, jestlize pro b € Z, plati ab = 1, pak po vynasobenf{
obou stran a”~? (zleva), dostaneme
aP2.ab = a”?.1,
——
=aP—1=1
atedy b= a""2.

o Inverzni prvek k &islu a znacime a=*.

o Dle Malé Fermatovy véty plati a=! = aP~2.

o Pro malé hodnoty prvocisla p je jednodussi vycist a=! z
nasobici tabulky pro Z, neZ vypoditat aP~2,
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@ Pro diikaz Malé Fermatovy véty budeme potfebovat
»faktorial”, ktery definujeme takto:
e 0l:=1;
o (n+ 1) :=n!-(n+1) pro kazdé n € Ny.

@ Tedyprone N, platinl=1-2-----n.

e ,n!" ¢teme , n faktorial”.



Mala Fermatova véta

Pro kazdé pe N a a € Z t.z. p je prvoéislo a p fa, plati
aP~t =1 (mod p).

Dikaz. Necht p € N je prvolislo. Necht a € Z je t.z. p fa.

Podobné jako v dikazu Véty 8, zadna dvé Cisla z

uvedeme cely dikaz.

Predpokladejme pro spor, ze existuji odlisné i,j € {0,...,p — 1}
t.z. ia = ja (mod p). Pak (i —j)a =0 (mod p), tj. p|(i —j)a.
Jelikoz p je prvodislo, které nedéli a, plyne ze p|(i — j), coz je spor,
protoze i,j € {0,...,p—1} ai#j, atedy 0 <|i—j| <p.
Dokéazali jsme, ze zadna dvé &isla z 0,a,2a,....,(p — 1)a nejsou
kongruentni modulo p.



Mala Fermatova véta

Pro kazdé pe Na a€ Z t.z. p je prvolislo a p fa, plati
Pt =1 (mod p).

Diikaz (pokracovani). P¥ipominka: Zadn4 dvé &isla z

Jelikoz je kazdé celé ¢islo kongruentni modulo p s (pravé) jednim z
Cisel 0,1,...,p — 1, plyne, ze existuje néjakd permutace
ry,...,rp—1 posloupnosti 1,...,p—1t.z

e a=n (mod p);

@ 2a=r; (mod p);

o (p—1)a=r,_1 (mod p).
Plyne, ze

a-2a----- (p—1)a = nr...rp—1 (mod p),

=(p—1)lar—1 =(p—1)!

atedy (p—1)!la?P~! = (p — 1)! (mod p).



Mald Fermatova véta

Pro kazdé pe N a a€ Z t.z. p je prvolislo a p fa, plati
aP~1 =1 (mod p).

Dikaz (pokracovani). Pfipominka:
(p—1)!aP~t = (p—1)! (mod p).

Nyni plati
(a1 —1)(p—1)! = 0 (mod p),

gop| (@ -Dp-1)).

Jelikoz p je prvodislo, p and (p — 1)! jsou nesoudélna ¢isla, tj.
NSD(p, (p — 1)!). Plyne, ze p | (P71 — 1), atedy a1 =1
(mod p), coz jsme chtéli dokazat. [J



© Neformalni dvod do téles

e Formalné/axiomaticky probereme télesa pozdéji (za nékolik
tydn().
@ Prozatim dame nékolik prikladi téles:
o téleso Q raciondlnich Cisel;
o téleso R realnych Cisel,

o téleso C komplexnich &isel;
o téleso Zy, kde p je prvocislo.

o Jestlize n € N neni prvocislo, pak Z, neni téleso.



o Kazdé téleso je vybaveno dvéma operacemi: sCitdnim a
nasobenim.
@ Tyto operace jsou komutativni a asociativni, a nasobeni je
distributivni vzhledem ke scitani:
e at+b=b+aA ab=ba;
o (a+b)+c=a+(b+c) A (ab)c = a(bc);
e a(b+c)=ab+ ac.
o Kazdé téleso ma ,aditivni neutralni prvek” 0 a ,,multiplikativni
neutralni prvek” 1, pro které plati

a+0=0+a=a and a-l=1-a=a

pro kazdé Cislo a v télese.



o Kazdé Cislo a v télese ma ,,opacny prvek”, ktery znacime —a,
a pro které plati a+ (—a) = 0.
o Napriklad:
o opalny prvek k &islu /17 v R je —/17, protoze
V17 (—\/ﬁ) =0vR.
e opacny prvek k ¢islu 2 — i v C je —2 + i, protoze
2-N+(-2+i)=0vC
o opaény prvek k &islu 3 v Zs je 2 (coz znaéime —3 = 2),
protoze 3+2 =0 v Zs;
o opalny prvek k &islu 4 v Zs je 1 (coz znadime —4 = 1),
protoze 4 +1 =0 v Zs;
e opacny prvek k &islu 2 v Z3 je 1 (coz znalime —2 = 1),
protoze 2+ 1=0v Zs.

e Namisto a + (—a) obecné piSeme a — a.



@ Kazdé nenulové Cislo a v télese ma , inverzni prvek”, které
znadime a~ !, a pro které plati a- a~! = 1.
o Napfiklad:

o inverzni prvek k &islu v/17 v R je \ﬁ protoze /17 - = =
v R;

e inverzni prvek k Cislu 2 — i je 5 + %i, protoze
(2—/)( +*I)—1V(C

e inverzni prvek k &islu 3 v Zs je 2 (coz znakime 371 = 2),
protoze 3-2 =1 v Zs;

o inverzni prvek k &islu 4 v Zs je 4 (coz zna&ime 4~1 = 4),
protoze 4 -4 =1 v Zs;

o inverzni prvek k &islu 2 v Z3 je 2 (coZ znadime 271 = 2),
protoze 2 -2 =1 v Zs.

ﬁ



e Poznamka: Kdyz pracujeme s &isly v Z, (kde p je prvocislo),
je uziteCné mit pred sebou scitaci a nasobici tabulky pro Z,
protoze z nich Ize vycist opacné a inverzni prvky: pro dané
Cislo a € Zp, prosté se podivame, které Cislo k a pficteme,
abychom dostali 0 (tohle je opaény prvek k &islu a), a (pokud
a # 0) jakym C&islem a vynasobime, abychom dostali 1 (tohle
je inverzni prvek k Cislu a).

+1]10 1 1o 1
7o 00 1 0[0 0
111 0 10 1
T +To 1 2 0 1 2
Z, 00 1 2 00 0 0
11 2 0 10 1 2
212 0 1 210 2 1

e Varovani: Nasledujici mnoziny nejsou télesa: N, Z, Z, (kde
n € N neni prvocislo).



Béhem pristich nékolika tydnl (dokud neprobereme télesa for-
malné, tj. axiomaticky) budeme predpokladat, ze uvazované té-
leso I je jedno z nasledujicich: Q, R, C nebo Z, (kde p je prvo-
&islo). Nicméné, vsechno, co dokazeme béhem téchto prednasek,
bude platit pro libovolna télesa IF, nejen pro tato Ctyfi.

@ Pro télesa se bézné pouzivaji symboly F (anglicky: ,field")
nebo T (,téleso”).



