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Uloha 1 (10 bodt). Uvazujme ndsledujici permutaci:
(1234567
TT\l2314756)

(a) [5 bodi] Vypocitejte rozloZeni permutace m na cykly.

W N

(b) [5 bodi] Vypocitejte sgn(m), tj. znaménko permutace .

Resend.
(a) m = (123)(4)(576)
(b) sgn(m) = (-1)"* =1 O

Uloha 2 (30 bodt). Uvazujme ndsledugici polynomy a matice s koeficienty/prvky v Zs:
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(a) [15 bodi] Dokazte, Ze existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : IP’%2 — 72%% | které spliiuge
flpi(x)) =M; Vie{l,...,5}

(b) [10 bodi] Naleznéte vzorec pro f, tj. nahradte otazniky vhodngmi vyrazy:

707
f<a3333 + agx? +a1$+ao) = [ o o ] Vag,a1,a2,a3 € Zs.



(c) [5 bodi] Rozhodnéte, zda f je isomorfismus.

Pozndmka ¢.1: Nezapomerite, Ze pracujete nad télesem Zgy. Tedy pocitdte modulo 2.

Pozndmka ¢.2: PouZivdte-li souradnicové vektory, nezapomernite uvést bdzi, vzhledem
ke které tyto vektory pocitdte.

Znaceni:

. IP’%2 = vektorovy prostor (nad télesem Zs) polynomi stupné nejuyse 3 s koeficienty
z télesa Zo

. ngz = wvektorovy prostor (nad télesem Za) matic typu 2 X 2 s proky z télesa Zs

Reseni. V naSem feSenf budeme pouzivat bazi P := {1,z, 22, 23} prostoru IP"?Z’2 a bazi

10 01 0 0 0 0
M= L] oo r e le ]
prostoru Z2*2.

a) Budeme fesit matici f 1. Pozadujeme, aby linedrn{ zobrazeni f : P — 72*2 spliiovalo
M P Zg 2
p;(x)) = M; pro vSechna i € {1,...,5}, a tedy aby (neznama) matice f splnovala
y y M P

M[f]P [pz(;v) ]73 = [M1 ]M
pro vSechna i € {1,...,5}. To je ekvivalentni rovnosti
M[f}P[[pl(x)]P [p5(x)]7>] = [[Ml}/\/l [M5]M]'
—P =M

Matice P a M zde lze snadno vypocitat, zatimco matice [ f] » je neznama, kterou potrebujeme
urcit. Nejprve transponujeme obé strany rovnice, ¢cimz dostdvame
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z ¢ehoz plyne, ze
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a tedy
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Z existence a jedinecnosti matice [ f |, plyne, Ze existuje pravé jedno linedrni zobrazeni
f: IP%Q — 7372, které spliuje f(p;(x)) = M; pro viechna i € {1,...,5}.

(b) Pro vSechna ag, a1, az,as € Zy plati:

[ f(asz® + a2x® + a12 + ag) ]M M[ f ]p[ a3z + aga® + ayx + ap |

P
11 11 ao
o111 ay
0010 as
1 0 0 1 as



ap + a1 +az +as
a1+a2+ag
az
ap + as

_ a0+a1+a2+a3 a1+a2+a3
az ao + as v

Jelikoz je zobrazeni | - | prosté (protoze je isomorfismem), plyne, ze

3 2 _ ap +aj; +as+as ai + as + as
f(agx + asx +a1x+a0) = { s a0 + as Yag, a1, as,a3 € Zso.
(c) Nejprve spocitdme:
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a tedy
rank(M[f],P) = 4,

tj- [ f ], je ¢tvercova matice plné hodnosti. Plyne, ze matice , [ f ], je regularni, a tedy je
linearni zobrazeni f isomorfismem. O

Uloha 3 (20 bod). Uvazujme ndsledujici redlnou matici:

3 4 5 6 7 8
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(a) [10 bodi] Rozhodnéte, zda plati Col(A) = Row(A) a zdiuvodnéte svoji odpovéd.
(b) [10 bodi] Rozhodnéte, zda plati Col(A) = Nul(A) a zdivodnéte svoji odpovéd.
Znaceni:

o Col(A) = sloupcovy prostor matice A
o Row(A) = rddkovy prostor matice A
o Nul(A) = jadro matice A

e = = je isomorfni s



Reseni. Matice A je v odstupfiovaném tvaru, a je ziejmé, ze rank(A) = 4.

(a) Col(A) a Row(A) jsou konecnédimenzionalni vektorové prostory nad stejnym télesem (nad
télesem R), a vime, ze plati

dim(Col(A)) = rank(A) = dim(Row(A)).

Plyne, ze Col(A) = Row(A).

(b) Col(A) a Nul(A) jsou kone¢nédimenzionalni vektorové prostory nad stejnym télesem (nad
télesem R), a tedy plati nasledujici ekvivalence:

Col(A) = Nul(4) <= dim(CoI(A)):dim(Nul(A)).

Vime, ze plati dim(Col(A)) = rank(A) = 4, a z véty o hodnosti matice a dimenzi jidra (,rank-
nullity”) plyne, ze
rank(A) + dim(Nul(A)) = 8§,
a tedy
dim(Nul(4)) = 8-—rank(4) = §-4 = 4

Dokézali jsme, 7e dim (Col(A)) = dim(Nul(A)) = 4, a tedy plati Col(A) = Nul(A). O

Uloha 4 (20 bodt). Necht x1,x2,X3 jsou linedrné nezdvislé vektory ve vektorovém prostoru V
nad télesem F. Necht o, B € F\ {0} a polozme

* y1:i= X1,
* ¥2:1=X1 + aXa,
e y3:=Xx1+ Xo + Ox3.
Dokazte, Ze vektory yi1,y2,y3 jsou linedrné nezdvislé.

Pozndmka: Nezapomerite explicitné wvést, kde pouzivite skutecnost, Ze skalary o a
B jsou nenulové.

Resend. Necht skaldry aq, as, a3 € F jsou takové, ze plati

a1y1 + agys +azys = 0,
tj.
a1xX1 + az(x1 + axz) + ag(x1 +x2 + fx3) = 0.
Plyne, ze
(a1 + a9 + a3)x1 + (e + az)xe + (a3f)x3 = 0.

Jelikoz jsou vektory x1,Xs, x3 linedrné nezavislé, plyne, ze
ai+azt+az3 = apataz = a3f = 0.
Jelikoz plati agf = 0 a 8 # 0, vidime, ze ag = 0. Tedy a1 + as = asa = 0. Jelikoz asar =0 a

a # 0, plyne, Zze as =0, a tedy a3 = 0.
Dokéazali jsme, ze a1 = ag = a3 = 0, a tedy jsou vektory yi,yo,y3 linedrné nezavislé. ]



Uloha 5 (20 bodt). Necht u,v,w jsou linedrné nezdvislé vektory v R8. Dokazte, Ze existuje
surjektivnd linedrni zobrazeni f : R® — R3, které spliuje f(u) = f(v) = f(w) = 0.
Terminologie: surjektivni zobrazeni = zobrazeni na
Ndpovéda: Nejprve budete potrebovat bdzi prostoru R® (pozor: ne libovolnou,).
Reseni. Vime, ze dim(R®) = 8 a dim(R3) = 3, tj. kazd4 béze prostoru R® m4 pravé 8 vektori,
zatimco kazd4 baze prostoru R3 ma pravé 3 vektory. Nejprve linedrné nezavislou mnozinu

{u, v, w} rozsiiime do né&jaké baze, tieba B = {u,v,w,by,...,bs}, prostoru R®. Dile uvazujme
libovolnou bézi C = {c1, c2, c3} prostoru R3.

JelikoZ je B béaze prostoru R®, vime, Ze existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : R® — R3,
které splnuje:

« f(u)=f(v) = f(w) = f(b1) = f(b2) = 0;

o f(bs) = ci;
o f(bs) = co;
e f(bs) =c3

Zbyva ukazat, ze f je surjektivni. Vsimnéme si, ze plati:
Im(f) = f[R]
= f[Span(u,v,w,b1,...,bs)]

= Span(f(u)vf(v)vf(w)af(bl)v"'7f(b5))

Span(0,...,0,cq,c2,c3)
5

= Span(cy,cg,c3)

(2) Rg’

kde (*) plyne ze skutec¢nosti, ze B je baze prostoru R®, zatimco (**) plyne ze skutecnosti, ze C je
béze prostoru R3. Tim jsme dokazali, ze zobrazeni f je surjektivni. O



