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Dirichlettv princip

Pripomenuti: Kdykoliv rozmistime n kulicek do k& krabic, bude v jedné krabici aspon
[n/k] kulicek.

Piiklad 3 [Cvi¢eni &.10] (Tabulka).

(a) Policka nekonecné tabulky obarvujeme 3 barvami. Dokazte, Ze existuji dva Tadky a
dva sloupce takove, Ze 4 policka v jejich prusecicich maji stejnou barvu.

(b) Necht p, k € N. Policka nekonecné tabulky obarvujeme p barvami. DokaZle, Ze existuje
k vadki a k sloupcii takovyjch, Ze k? policek v jejich prisecicich md stejnou barvu.

Piiklad 5 [Cviceni ¢.10] (Erddés-Szekeres pro monoténni posloupnosti). Dokazle, Ze
kaZdd posloupnost n? + 1 navzdjem riznijch ¢isel obsahuje rostouci nebo klesajici podpo-
sloupnost délky n + 1.

Piiklad 6 [Cvi€eni ¢.10] (Rostouci sled). Je ddn graf s n vrcholy a m hranami. KaZda
hrana md jinou vahu. Dokazte, Ze existuje tah skrz [2m/n] hran, ve kterém vihy postupné
T0SLOU.

Ndpovéda (Ehud Friedgut): Na kaZdy vrchol grafu postavme cloveka a
vyhlaSujme hrany v rostoucim pofadi jejich vah (od hrany s nejmensi vihou
po hranu s nejvétsi vihou). Pokazdé, kdyZ je vyhlaSena hrana, si dva lidé
stogici na jejich koncovych vrcholech vymeéni mista.

Ramseyovy véty podruhé

Pripomenuti: “Nejde udélat totalni neporadek.” Barvime vSechny p-prvkové podmnoziny
néjaké dané mnoziny (bud [N] nebo N) pomoci b riiznych barev. Rekneme, Ze podmnoZina
velikosti m > p je jednobarevnd, pokud kazda jeji p-prvkova podmnozina dostala tu samou
barvu.

Véta (Ramseyova, pro hypergrafy). Fiz p,b,m € N. Pak AN € N, Ze v kaZdém obar-
veni vSech p-prvkovijch podmnozin mnozZiny [N] pomoci b barev existuje jednobarevnd
m-prvkovd podmmnoZina.



Véta (Ramseyova, nekonecnd). Fiz p € N. Pak pro kaZdé obarveni vSech p-prvkovych
podmnozin N pomoci b barev existuje nekonecnd jednobarevnd podmnoZina.

Pi¥iklad 1. Reknéme, Ze (p,b, N) = (3,2,5), tj. obarvujeme 3-prokové mnoziny [5] pomoci
2 barev.

(a) Kolik takovijch podmnozin je?
(b) Kolik je moznijch obarveni?
(¢) Najdéte obarveni, které neobsahuje jednobarevnou podmnoZinu velikosti m = 4.

Piiklad 2. Dokazte, Ze kazZda nekonecnd posloupnost prirozenych cisel obsahuje neko-
necnou konstantni podposloupnost nebo nekonecnou rostouci podposloupnost.

Priklad 3. Dokazte, Ze mezi dostatecné mnoha body v roviné lze vidy najit 10 bodu, které
vSechny lezi na jedné primce, nebo 10 bodi v obecné poloze (tj. Zddné 3 z nich nelezi na
jedné primce).

Ptiklad 4. Rekneme, Ze mnoZina M prirozenych cisel je superlichd (resp. supersudd),
pokud Yx,y € M (x # y) ma cislo v +y lichy (resp. sudy) pocet riznijch prvociselngch
déliteld.

(a) Dokazte, Ze existuje nekoneénd superlichd mnoZina nebo nekoneénd supersuda mnoZzina.

(b) Dokazte, Ze existuje nekonecnd superlichd mnoZina i nekoneénd supersudd mnoZina.

Piiklad 5 (Bonus). Ukazte, Ze obarvime-li libovolné hrany uplného grafu na alespori tiech
vrcholech dvema barvamai, potom lze vZdy nalézt hamiltonovskou kruznici takovou, Ze je
bud celd jednobarevnd, nebo jeji hrany lze rozdélit na dvé jednobarevné cesty.



