
KG 1: Cvièení è.11

Irena Penev

19.12.2025

Dirichletùv princip

Pøipomenutí: Kdykoliv rozmístíme n kulièek do k krabic, bude v jedné krabici aspoò
⌈n/k⌉ kulièek.

Pøíklad 3 [Cvièení è.10] (Tabulka).

(a) Políèka nekoneèné tabulky obarvujeme 3 barvami. Doka¾te, ¾e existují dva øádky a
dva sloupce takové, ¾e 4 políèka v jejich prùseèících mají stejnou barvu.

(b) Nech» p, k ∈ N. Políèka nekoneèné tabulky obarvujeme p barvami. Doka¾te, ¾e existuje
k øádkù a k sloupcù takových, ¾e k2 políèek v jejich prùseèících má stejnou barvu.

Pøíklad 5 [Cvièení è.10] (Erd}os-Szekeres pro monotónní posloupnosti). Doka¾te, ¾e
ka¾dá posloupnost n2 + 1 navzájem rùzných èísel obsahuje rostoucí nebo klesající podpo-
sloupnost délky n+ 1.

Pøíklad 6 [Cvièení è.10] (Rostoucí sled). Je dán graf s n vrcholy a m hranami. Ka¾dá
hrana má jinou váhu. Doka¾te, ¾e existuje tah skrz ⌈2m/n⌉ hran, ve kterém váhy postupnì
rostou.

Nápovìda (Ehud Friedgut): Na ka¾dý vrchol grafu postavme èlovìka a
vyhla¹ujme hrany v rostoucím poøadí jejich vah (od hrany s nejmen¹í váhou
po hranu s nejvìt¹í váhou). Poka¾dé, kdy¾ je vyhlá¹ena hrana, si dva lidé
stojící na jejích koncových vrcholech vymìní místa.

Ramseyovy vìty podruhé

Pøipomenutí: \Nejde udìlat totální nepoøádek." Barvíme v¹echny p-prvkové podmno¾iny
nìjaké dané mno¾iny (buï [N ] nebo N) pomocí b rùzných barev. Øekneme, ¾e podmno¾ina
velikostim ≥ p je jednobarevná, pokud ka¾dá její p-prvková podmno¾ina dostala tu samou
barvu.

Vìta (Ramseyova, pro hypergrafy). Fix p, b,m ∈ N. Pak ∃N ∈ N, ¾e v ka¾dém obar-
vení v¹ech p-prvkových podmno¾in mno¾iny [N ] pomocí b barev existuje jednobarevná
m-prvková podmno¾ina.
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Vìta (Ramseyova, nekoneèná). Fix p ∈ N. Pak pro ka¾dé obarvení v¹ech p-prvkových
podmno¾in N pomocí b barev existuje nekoneèná jednobarevná podmno¾ina.

Pøíklad 1. Øeknìme, ¾e (p, b,N) = (3, 2, 5), tj. obarvujeme 3-prvkové mno¾iny [5] pomocí
2 barev.

(a) Kolik takových podmno¾in je?

(b) Kolik je mo¾ných obarvení?

(c) Najdìte obarvení, které neobsahuje jednobarevnou podmno¾inu velikosti m = 4.

Pøíklad 2. Doka¾te, ¾e ka¾dá nekoneèná posloupnost pøirozených èísel obsahuje neko-
neènou konstantní podposloupnost nebo nekoneènou rostoucí podposloupnost.

Pøíklad 3. Doka¾te, ¾e mezi dostateènì mnoha body v rovinì lze v¾dy najít 10 bodù, které
v¹echny le¾í na jedné pøímce, nebo 10 bodù v obecné poloze (tj. ¾ádné 3 z nich nele¾í na
jedné pøímce).

Pøíklad 4. Øekneme, ¾e mno¾ina M pøirozených èísel je superlichá (resp. supersudá),
pokud ∀x, y ∈ M (x ̸= y) má èíslo x + y lichý (resp. sudý) poèet rùzných prvoèíselných
dìlitelù.

(a) Doka¾te, ¾e existuje nekoneèná superlichá mno¾ina nebo nekoneèná supersudá mno¾ina.

(b) Doka¾te, ¾e existuje nekoneèná superlichá mno¾ina i nekoneèná supersudá mno¾ina.

Pøíklad 5 (Bonus). Uka¾te, ¾e obarvíme-li libovolnì hrany úplného grafu na alespoò tøech
vrcholech dvìma barvami, potom lze v¾dy nalézt hamiltonovskou kru¾nici takovou, ¾e je
buï celá jednobarevná, nebo její hrany lze rozdìlit na dvì jednobarevné cesty.
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