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Dirichlettv princip

Pripomenuti: Kdykoliv rozmistime n kulicek do k& krabic, bude v jedné krabici aspon
[n/k] kulicek.

Piiklad 1 (Narozeniny). Jak velkd musi byt skupina lidi, aby v ni zarucéené existovali 3
lidée, kteri slavi narozeniny ve stejném mesici?

Piiklad 2 (Hracky). Ema uklidila svgch 20 hracek do 7 krabic. Dokazte, Ze v nékterijch
dvou krabicich je stejny pocet hracek.

Piiklad 3 (Tabulka).

(a) Policka nekonecné tabulky obarvujeme 3 barvami. Dokazte, Ze existuji dva Tadky a
dva sloupce takove, Ze 4 policka v jejich prusecicich mayji stejnou barvu.

(b) Necht p, k € N. Policka nekonecné tabulky obarvujeme p barvami. DokaZte, Ze existuje
k fadki a k sloupci takovych, Ze k* policek v jejich prisecicich md stejnou barvu.

Piiklad 4 (Odéitaci trik, Canada 2011). Dokazte, Ze kaZdému dostatecné velkému piiro-
zenému C¢islu lze smazat néekolik pronich a nékolik poslednich éislic (ne vsechny) tak, aby
vznikl ndsobek cisla 2011.

Piiklad 5 (Erdds-Szekeres pro monoténni posloupnosti). Dokazte, Ze kaZdd posloupnost
n? 41 navzdjem rizniych cisel obsahuje rostouct nebo klesajici podposloupnost délky n+1.

Piiklad 6 (Rostouci sled). Je ddn graf s n vrcholy a m hranami. KaZda hrana ma jinou
vdhu. Dokazte, Ze existuje tah skrz [2m/n]| hran, ve kterém vihy postupné rostou.

Ndpovéda (Ehud Friedgut): Na kazZdy vrchol grafu postavme cloveka a
vyhlaSujme hrany v rostoucim poiadi jejich vah (od hrany s nejmensi vihou
po hranu s nejvétsi vihou). PokaZdé, kdyZ je vyhldsena hrana, si dva lidé
stojict na jejich koncovych vrcholech vymeni mista.



Ramseyovy véty

Ptipomenuti: Barvime hrany tplného grafu Ky pomoci k barev a hledame jednobarevné
kliky.

Pro ny,...,n; € N definujme Ramseyovo ¢islo Ry(ny,...,ny) jako nejmensi N € N
takové, ze pro kazdé obarveni hran uplného grafu Ky pomoci k barev i = 1,2,... )k
existuje barva i € [k] takovd, Ze dané obarveni obsahuje K, jako podgraf se vSemi
hranami obarvenymi i-tou barvou.

Véta (Ramseyova). Pro kaZdé ny,...,n; € N je ¢islo Ra(ny,...,ng) konecné.

Z prednasky vime Ry(3,3) = 6 a obecné 2¥/2 < Ry(k, k) < (317]) < 4.

Piiklad 7 (Ramsey?). Pro N € N oznaéme Ky dplng graf na vrcholechV = {1,2,...,N}.
Kterd z nasledugicich turzeni jsou pravdivd?

(a) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, Ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma
barvami, tak bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech.

(b) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, Ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma
barvami, tak bude existovat jednobarevny podgraf Ky 10 na 20 vrcholech.

(c) Pro kaZdé dostatecné velké N € N plati, Ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma
barvami, tak bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech, ktery obsa-
huje vrchol cislo 1.

(d) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, Ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma
barvami, tak bude existovat jednobarevny dplny podgraf na 10 vrcholech, jehoz kazZdy
vrchol je mocnina dvogky.

(e) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, Ze kdykoliv obarvime hrany Ky a smycky
dvéma barvami, tak bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech (i se
smyckami).

(f) Pro kazdé n € N existuje N € N takové, Ze pro libovolny graf G na N wvrcholech plati:
bud G obsahuje K, ,, jako podgraf nebo G obsahuje doplnék K, , jako podgraf.

(9) Pro kazdy graf G existuje N € N takové, Ze v libovolném 2-obarveni hran Ky najdeme
jednobarevnou G jako indukovany podgraf.

Piiklad 8 (IMO 1964, P4). Dokazte, Ze Ry(3,3,3) < 17.

Piiklad 9 (IMO shortlist 1987). Dokazte, Ze cisla {1,2,...,1987} lze obarvit étyimi
barvami tak, Ze kaZda aritmetickd posloupnost deélky 10 bude obsahovat cleny vice neZ
jedné baruvy.



