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Hranova a vrcholova souvislost

Pripomenuti: At G = (V, E) je graf s n > 2 vrcholy. Hranovy ez v G je mnozina hran
F C FE takova, ze graf (V,E \ F) je nesouvisly. Hranovd souvislost k.(G) je velikost
nejmensiho hranového fezu v G.

Podobné vrcholovy fez v G je mnozina vrcholi A C V takové, ze graf (V\ A, EN (V;A))
je nesouvisly. Vrcholovou souvislost k,(G) grafu G definujeme jako n — 1, je-li G uplny
graf K, a jako velikost nejmensiho vrcholového fezu v GG jinak.

Rekneme, Ze graf G je hranove t-souvislyj pro t € Ny, pokud plati k.(G) > t a vrcholove
t-souwvisly, pokud plati k,(G) > t.

Lemma (Vztah vrcholové a hranové souvislosti). Pro kazdy graf G plati k,(G) < k.(G).
Lemma (Usaté lemma). Graf G je vrcholové 2-souwvisly, kdyzz ho lze dostat z cyklu lepe-
nim ust.

Véta (Mengerovy véty). Pro graf G = (V| E) na n > 2 vrcholech a piirozené t € N plati
(a) ke(G) > t, kdyzZ mezi kaZdymi dvéma rizngmi vrcholy existuje > t hranové disjunkt-

nich cest.

(b) ku(G) > t, kdyzZ mezi kaZdymi dvéma riznygmi vrcholy existuje > t vrcholove dis-
Junktnich cest.

Piiklad 5 [Cviceni ¢.8] (Fan lemma / lemma o vé&jiti). Je ddn vrcholové k-souvisly graf
G = (V,E) a v ném vrchol u a dalsich k vrcholi vy, . .. vy.

(a) Do G pfidame vrchol w a napojime ho na kazdy z vrcholi vy, . .., vg. Dokazte, Ze nové
vznikly graf G' je také vrcholove k-souvisly.

(b) Dokazte, Ze v G existuje “véjii” (aka fan) z w do vy, ..., vk, tj. k vnitiné-vrcholové-
disjunktnich cest, kde i-td cesta vede z u do v;.

Piiklad 6 [Cviceni €.8] (Dlouhy cyklus). Je dan vrcholové 10-souvisly graf, v ném
cyklus Cy délky k a vrchol v & Cy, ktery na cyklu nelezi. FExistuje delsi cyklus, ktery
prochazi vrcholem v?

(a) Dokazte, Ze ano, pokud k € {3,4,...,10}.
(b) DokaZte, Ze ano, pokud k € {11,12,...,19}.




Pocitani dvéma zpusoby

Ptripomenuti: Pokud dvéma zplsoby spoc¢itame to samé, musi vyjit v obou piipadech to
samé.

Piiklad 1 (Soucty). Tabulka 10 x 10 je vyplnéna jednickami a nulami tak, Ze soucty v
kazdych dvou fadcich jsou mizné a soucty ve vsech sloupcich jsou stejné. Cemu jsou rovné
soucty ve sloupcich?

Piiklad 2 (Steineriv tabor). Na tdbote je 15 déti. Kazdy den maji tii déti sluzbu v
kuchyni. Plati, Ze kaZdd dvojice deti ma prave jednou spolecnou sluzbu. Kolik dni trvd
tabor?

Piiklad 3 (Ctyicyklus). Dokaste, Ze 5-requldrni graf na 20 vrcholech obsahuje ctyrcyklus
Cy.

Piiklad 4 (Nikdy Most!). Je dan souvisly 4-reqularni graf G. Dokazte, Ze k.(G) > 2.

Piiklad 5 (Pisemka). Dvacet studenti psalo pisemku, kterd méla ¢tyri dlohy. Pro kaZdou
dvojici studenti bychom v pisemce nasli ulohu, kterou oba vyresili spravnée. Dokazle, Ze
néekterou z uloh spravné vyresila vice neZ polovina studenti.

Piiklad 6 (Pravothelniky). Do kaZdého policka tabulky n x n napiseme, kolik pravoihel-
nikd (obdélniki a ctverci) v tabulce ho obsahuje (napriklad do rohového policka tabulky
3 x 3 takto napiseme 9). Dokazte, Ze soucet vsech n? ¢isel v tabulce je druhd mocnina
celého cisla.

Piiklad 7 (Oslava). Na oslavé znd kazdy (véetné Adama) 3 kluky a 4 holky (“zndni se”
je vzajemné). Kolik nejméné tam mize byt lidi?

Piiklad 8 (Turnaj). V Sachovém turnagi n hracd hral kazdy s kaZdgm (jednou, bez remiz).
Pro hrace i =1,2,...,n oznacime w; a {; pocet jeho vitézstvi a proher.

(a) Dokazte, Ze Yy ;. w; = {;.
(b) Dokazte, Ze Y ) jwi =" (7

1=1"%7"

Vé&ta (Cayley). Pro kazdé n > 2 plati t(K,) = n"2.
Piiklad 9 (Kostry). Spoctéte pocet koster ndsledugicich grafi:
1. C,, tedy cyklus na n vrcholech.
2. Cy, @ Cy, tedy dva cykly slepené spolecnou hranou e,
3. K, —e, tedy graf K, bez jedné hrany e.
4. K, +e, tedy graf K,, s jednou hranou e podrozdélenou extra vrcholem.

5. (Bonus) Ky, tedy dplny bipartitni graf.



