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Hranová a vrcholová souvislost

Pøipomenutí: A» G = (V,E) je graf s n ≥ 2 vrcholy. Hranový øez v G je mno¾ina hran
F ⊆ E taková, ¾e graf (V,E \ F ) je nesouvislý. Hranová souvislost ke(G) je velikost
nejmen¹ího hranového øezu v G.

Podobnì vrcholový øez v G je mno¾ina vrcholù A ⊆ V taková, ¾e graf (V \A,E∩
(
V \A
2

)
)

je nesouvislý. Vrcholovou souvislost kv(G) grafu G de�nujeme jako n − 1, je-li G úplný
graf Kn, a jako velikost nejmen¹ího vrcholového øezu v G jinak.

Øekneme, ¾e graf G je hranovì t-souvislý pro t ∈ N0, pokud platí ke(G) ≥ t a vrcholovì
t-souvislý, pokud platí kv(G) ≥ t.

Lemma (Vztah vrcholové a hranové souvislosti). Pro ka¾dý graf G platí kv(G) ≤ ke(G).

Lemma (U¹até lemma). Graf G je vrcholovì 2-souvislý, kdy¾¾ ho lze dostat z cyklu lepe-
ním u¹í.

Vìta (Mengerovy vìty). Pro graf G = (V,E) na n ≥ 2 vrcholech a pøirozené t ∈ N platí

(a) ke(G) ≥ t, kdy¾¾ mezi ka¾dými dvìma rùznými vrcholy existuje ≥ t hranovì disjunkt-
ních cest.

(b) kv(G) ≥ t, kdy¾¾ mezi ka¾dými dvìma rùznými vrcholy existuje ≥ t vrcholovì dis-
junktních cest.

Pøíklad 5 [Cvièení è.8] (Fan lemma / lemma o vìjíøi). Je dán vrcholovì k-souvislý graf
G = (V,E) a v nìm vrchol u a dal¹ích k vrcholù v1, . . . , vk.

(a) Do G pøidáme vrchol w a napojíme ho na ka¾dý z vrcholù v1, . . . , vk. Doka¾te, ¾e novì
vzniklý graf G′ je také vrcholovì k-souvislý.

(b) Doka¾te, ¾e v G existuje \vìjíø" (aka fan) z u do v1, . . . , vk, tj. k vnitønì-vrcholovì-
disjunktních cest, kde i-tá cesta vede z u do vi.

Pøíklad 6 [Cvièení è.8] (Dlouhý cyklus). Je dán vrcholovì 10-souvislý graf, v nìm
cyklus Ck délky k a vrchol v ̸∈ Ck, který na cyklu nele¾í. Existuje del¹í cyklus, který
prochází vrcholem v?

(a) Doka¾te, ¾e ano, pokud k ∈ {3, 4, . . . , 10}.

(b) Doka¾te, ¾e ano, pokud k ∈ {11, 12, . . . , 19}.

1



Poèítání dvìma zpùsoby

Pøipomenutí: Pokud dvìma zpùsoby spoèítáme to samé, musí vyjít v obou pøípadech to
samé.

Pøíklad 1 (Souèty). Tabulka 10 × 10 je vyplnìna jednièkami a nulami tak, ¾e souèty v
ka¾dých dvou øádcích jsou rùzné a souèty ve v¹ech sloupcích jsou stejné. Èemu jsou rovné
souèty ve sloupcích?

Pøíklad 2 (Steinerùv tábor). Na táboøe je 15 dìtí. Ka¾dý den mají tøi dìti slu¾bu v
kuchyni. Platí, ¾e ka¾dá dvojice dìtí má právì jednou spoleènou slu¾bu. Kolik dní trvá
tábor?

Pøíklad 3 (Ètyøcyklus). Doka¾te, ¾e 5-regulární graf na 20 vrcholech obsahuje ètyøcyklus
C4.

Pøíklad 4 (Nikdy Most!). Je dán souvislý 4-regulární graf G. Doka¾te, ¾e ke(G) ≥ 2.

Pøíklad 5 (Písemka). Dvacet studentù psalo písemku, která mìla ètyøi úlohy. Pro ka¾dou
dvojici studentù bychom v písemce na¹li úlohu, kterou oba vyøe¹ili správnì. Doka¾te, ¾e
nìkterou z úloh správnì vyøe¹ila více ne¾ polovina studentù.

Pøíklad 6 (Pravoúhelníky). Do ka¾dého políèka tabulky n×n napí¹eme, kolik pravoúhel-
níkù (obdélníkù a ètvercù) v tabulce ho obsahuje (napøíklad do rohového políèka tabulky
3 × 3 takto napí¹eme 9). Doka¾te, ¾e souèet v¹ech n2 èísel v tabulce je druhá mocnina
celého èísla.

Pøíklad 7 (Oslava). Na oslavì zná ka¾dý (vèetnì Adama) 3 kluky a 4 holky (\znání se"
je vzájemné). Kolik nejménì tam mù¾e být lidí?

Pøíklad 8 (Turnaj). V ¹achovém turnaji n hráèù hrál ka¾dý s ka¾dým (jednou, bez remíz).
Pro hráèe i = 1, 2, . . . , n oznaèíme wi a ℓi poèet jeho vítìzství a proher.

(a) Doka¾te, ¾e
∑n

i=1 wi =
∑n

i=1 ℓi.

(b) Doka¾te, ¾e
∑n

i=1 w
2
i =

∑n
i=1 ℓ

2
i .

Vìta (Cayley). Pro ka¾dé n ≥ 2 platí t(Kn) = nn−2.

Pøíklad 9 (Kostry). Spoètìte poèet koster následujících grafù:

1. Cn, tedy cyklus na n vrcholech.

2. Cm ⊕e Cn, tedy dva cykly slepené spoleènou hranou e,

3. Kn − e, tedy graf Kn bez jedné hrany e.

4. Kn ÷ e, tedy graf Kn s jednou hranou e podrozdìlenou extra vrcholem.

5. (Bonus) Ka,b, tedy úplný bipartitní graf.
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