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Hranova a vrcholova souvislost

Pripomenuti: At G = (V, E) je graf s n > 2 vrcholy. Hranovy ez v G je mnozina hran
F C FE takova, ze graf (V,E \ F) je nesouvisly. Hranovd souvislost k.(G) je velikost
nejmensiho hranového fezu v G.

Podobné vrcholovy fez v G je mnozina vrcholit A C V takové, ze graf (V\ A, EN (V;A))
je nesouvisly. Vrcholovou souvislost k,(G) grafu G definujeme jako n — 1, je-li G uplny
graf K, a jako velikost nejmensiho vrcholového fezu v GG jinak.

Rekneme, Ze graf G je hranové t-souvislyj pro t € Ny, pokud plati k.(G) > t a vrcholové
t-souvisly, pokud plati k,(G) > t.

Lemma (Vztah vrcholové a hranové souvislosti). Pro kazdy graf G plati k,(G) < k.(G).

Lemma (Usaté lemma). Graf G je vrcholové 2-souwvisly, kdyzZ ho lze dostat z cyklu lepe-

Véta (Mengerovy véty). Pro graf G = (V, E) na n > 2 vrcholech a prirozené t € N plati

(a) ke(G) > t, kdyzZ mezi kaZdymi dvéma rizngmi vrcholy existuje > t hranové disjunkt-
nich cest.

(b) ky(G) > t, kdyzZ mezi kaZdymi dvéma riznygmi vrcholy existuje > t vrcholove dis-
Junktnich cest.

Piiklad 1 (Konkrétni grafy). Urcete hranovou a vrcholovou souvislost ndsledugicich Sesti
grafi.
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Piiklad 2 (Velky rozdil). Najdéte graf G, pro ktery plati k,(G) =1 a k.(G) = 10.



Piiklad 3 (Mazani vrcholu). Najdéte piiklad grafu G a vrcholu v takového, Ze odebrdanim
vzG:

(a) klesne hranovd souvislost G o 10.
(b) wvzroste hranovd souvislost G o 10.
(¢) wvzroste vrcholovd souvislost G o 10.

(d) Bonus: O kolik nejvice muze klesnout vrcholovad souvislost odebranim jednoho vrcholu?

Pi#iklad 4 (Silna orientace). Rekneme, Ze orientovany graf je silné souvisly, pokud se z
kazdého vrcholu da dostat do kazZdého jiného po orientované ceste.

(a) Dokazte, Ze pokud je G vrcholové 2-souvisly, tak md orientaci hran, kterd dd silné
souvisly graf.

(b) Dokazte, Ze opacnd implikace neplati.

Piiklad 5 (Fan lemma / lemma o véjiti). Je ddan vrcholové k-souvisly graf G = (V, E) a
v ném vrchol u a dalsich k vrcholi vy, ..., vy.

(a) Do G piidame vrchol w a napojime ho na kazdy z vrcholi vy, . .., vx. Dokazte, Ze nové
vznikly graf G' je také vrcholové k-souvisly.

(b) Dokazte, Ze v G existuje “véjir” (aka fan) z w do vy, ..., vy, tj. k vnitiné-vrcholove-
disjunktnich cest, kde i-ta cesta vede z w do v;.

Piiklad 6 (Dlouhy cyklus). Je ddan vrcholové 10-souvisly graf, v ném cyklus Cy, délky k
a vrchol v & Cy, ktery na cyklu nelezi. Existuje delsi cyklus, ktery prochdzi vrcholem v?

(a) Dokazte, Ze ano, pokud k € {3,4,...,10}.
(b) Dokazte, Ze ano, pokud k € {11,12,...,19}.

Piiklad 7 (Kriticky graf). Bud G wvrcholové 2-souvisly graf takovy, Ze Zadny z grafi
G — e pro libovolné e € E(G) neni vrcholové 2-souvisly. (Takovgm grafim se Fika kriticky
2-souvislé.)

(a) Dokazte, Ze alespon jeden vrchol G md stupern 2.

(b) Pro kazdé n > 2 wvedte priklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespori
n.

Piiklad 8 (Husty = hodné souvisly). Necht G je libovolny graf na 2n wvrcholech, jehoZ
kazZdy vrchol ma stupen alespon n. Dokazte, Ze G je hranoveé n-souvisly.



