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Piipomenuti: Pdrovdni v grafu G = (V, E) je mnozina disjunktnich hran z E. Parovani
je perfekini, pokud kazdy vrchol je koncem jedné hrany. Pro A C V znacime Ng(A)
mnozinu sousedd A, tedy mnozinu vrcholi V', které maji souseda v A. Vrcholové pokryti
(“vertex cover”) v grafu G = (V, E) je mnozina vrchold, co “vidi do vSech hran”, tj.
(C C V)(Ve € E): enC # (. Velikost nejmensiho vrcholového pokryti v G znadime
ve(@).

Véta 1 (Kénigova—Egervaryho véta). V kaZdém bipartitnim grafu G plati ve(G) = m(G).

Vé&ta 2 (Hallova, verze pro bipartitni grafy). Bipartitni graf s partitami A, B md pdrovdni
nasycujict partitu A, kdyzz pro kaZdou podmnozinu A’ C A plati [Ng(A')| > |A'].

Piipomenuti: Necht X a I jsou konefné mnoziny. MnoZinovy systém na X (aka hy-
pergaf) je libovolnd |I|-tice podmnozin X, tj. M = (M;: i € I), kde M; C X. Systém
riaznyjch reprezentanti (SRR) je prostd funkce f: I — X takova, Ze pro kazdé i € I je
f(i) € M,.

Véta 3 (Hallova, verze pro mnozinové systémy). MnoZinovy systém M = (M;: i € I)
ma SRR, kdyzz pro kaZdou podmnozinu J C I plati ’Ujej Mj’ > |J|; tato podminka se

nazyvd Hallova.

Véta 4 (Hallova véta, verze pro bipartitni grafy). Bipartitni graf s partitami A, B md
pdrovant nasycugici partitu A, kdyZ pro kaZdou podmnozinu A" C A plati |[Ng(A")| > |A'|.

Piiklad 1. Dokazte, Ze Hallova véta implikuje Kénigovu-Egervaryho vétu.

Piiklad 2 (Obdélniky). Rozhodnéte, zda existuje 6 obdélniki, které maji soucasneé:
e navzajem ruzné obsahy, a to 21,22,23,...,26,
e celociselné delky vsech stran a

e navzdjem rizné jednociferné sirky. (Viysky mohou byt libovolné.)



Piiklad 3 (Malé systémy).

(a) Md mnozinovy systém My = ({a, b, c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}) tvofeny vsemi Sprv-
kovymi podmnoZinami mnoziny {a, b, c,d} systém riznijch reprezentanti (SRR)?

(b) Md mnozinovy systém Ms tvoreny vsemi 3prvkovymi podmnoZinami mnoziny {a, b, c,d, e}

SRR?

(¢) Najdeéte systém Mg néjakych Sesti 3prvkovijch podmnozin {a,b,c,d, e, f}, ktery nemad
SRR.

Piiklad 4 (Dvé verze). Rozmyslete si, Ze dvé verze Hallovy véty vyse jsou ekvivalentni.

Piiklad 5 (Regularni grafy). Atk > 1 a G je k-reguldrni bipartitni graf (tj. kazdy vrchol
ma stuperi k).

(a) Dokazte, Ze partity grafu G maji stejnou velikost.
(b) Dokazte, Ze G md perfekini pdrovini.

(c) Dokazte, Ze hrany G lze obarvit k barvami tak, Ze hrany kaZdé barvy tvori perfekini
pdrovdnt.

Piiklad 6 (Véze). Na polickach Sachovnice 8 X 8 stoji 24 véZi tak, Ze v kaZdém tadku
1 kazdém sloupci jsou prave 3. Dokazte, Ze lze poprohazovat tadky a sloupce tak, aby
néekterych 8 vezi bylo na diagondle.

Piiklad 7 (Papiry). Mdme dva ¢tvercové kusy papiru o obsahu 100. KaZdy z nich je néjak
(libovolné) rozdéleny na 100 dtvari o obsahu 1. Dokazte, Ze papiry miZeme poloZit pres
sebe a propichnout 100 spendliky tak, aby kaZdy utvar na kaZdém papiru byl propichnuty.

Piiklad 8 (Latinské ¢tverce). Latinsky ctverec tadu n je tabulka n x n vyplnénd éisly
1,2,...,n tak, Ze v kaZdém ridku a kaZdém sloupci se kazdé cislo vyskytuje jednou.

(a) Dokazte, Ze pokud vyplnime proni dva Fadky éisly 1,2, ...,n tak, Ze se v fadcich ani
sloupcich éisla (zatim) neopakuji, pak miZeme dovyplnit i zbjvagici policka tak, aby
vznikl latinsky ctverec.

(b) Dokazte, Ze latinskijch ctverci radu 30 je vice nez 10%.

Ndpovéda: n! za proni fidek, nl/e za druhy tddek (proc¢?), (n — 2)! za
permutace zbylych.

Piiklad 9 (Karty). Souper zamichal standardni balicek 52 karet a rozdal karty do 13
hromdadek po 4. Radi bychom z kaZdé hromadky vzali jednu kartu tak, abychom meéli jedno
eso, 2, 8,..., krdle. Jde to vidy provést?

Piiklad 10 (Zékusky). Skupina n > 3 matfyzdki si v cukrarné objednala n rizngjch
zakuski. AZ kdyz je obsluha donesla, ukdzalo se, Ze kazdy matfyzak je alergicky na 2
zakusky (kaZdy na jinou dvojici). Dokazte, Ze si matfyzici miZou zakusky rozdélit tak, Ze
kazdy dostane zakusek, na ktery neni alergicky.



