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Pøipomenutí: Párování v grafu G = (V,E) je mno¾ina disjunktních hran z E. Párování
je perfektní, pokud ka¾dý vrchol je koncem jedné hrany. Pro A ⊆ V znaèíme NG(A)
mno¾inu sousedù A, tedy mno¾inu vrcholù V , které mají souseda v A. Vrcholové pokrytí
(\vertex cover") v grafu G = (V,E) je mno¾ina vrcholù, co \vidí do v¹ech hran", tj.
(C ⊆ V )(∀e ∈ E) : e ∩ C ̸= ∅. Velikost nejmen¹ího vrcholového pokrytí v G znaèíme
vc(G).

Vìta 1 (K}onigova{Egerváryho vìta). V ka¾dém bipartitním grafu G platí vc(G) = m(G).

Vìta 2 (Hallova, verze pro bipartitní grafy). Bipartitní graf s partitami A, B má párování
nasycující partitu A, kdy¾¾ pro ka¾dou podmno¾inu A′ ⊆ A platí |NG(A

′)| ≥ |A′|.

Pøipomenutí: Nech» X a I jsou koneèné mno¾iny. Mno¾inový systém na X (aka hy-
pergaf ) je libovolná |I|-tice podmno¾in X, tj. M = (Mi : i ∈ I), kde Mi ⊆ X. Systém
rùzných reprezentantù (SRR) je prostá funkce f : I → X taková, ¾e pro ka¾dé i ∈ I je
f(i) ∈ Mi.

Vìta 3 (Hallova, verze pro mno¾inové systémy). Mno¾inový systém M = (Mi : i ∈ I)

má SRR, kdy¾¾ pro ka¾dou podmno¾inu J ⊆ I platí
∣∣∣⋃j∈J Mj

∣∣∣ ≥ |J |; tato podmínka se

nazývá Hallova.

Vìta 4 (Hallova vìta, verze pro bipartitní grafy). Bipartitní graf s partitami A, B má
párování nasycující partitu A, kdy¾ pro ka¾dou podmno¾inu A′ ⊆ A platí |NG(A

′)| ≥ |A′|.

Pøíklad 1. Doka¾te, ¾e Hallova vìta implikuje K}onigovu-Egerváryho vìtu.

Pøíklad 2 (Obdélníky). Rozhodnìte, zda existuje 6 obdélníkù, které mají souèasnì:

• navzájem rùzné obsahy, a to 21, 22, 23, . . . , 26,

• celoèíselné délky v¹ech stran a

• navzájem rùzné jednociferné ¹íøky. (Vý¹ky mohou být libovolné.)
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Pøíklad 3 (Malé systémy).

(a) Má mno¾inový systém M4 = ({a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}) tvoøený v¹emi 3prv-
kovými podmno¾inami mno¾iny {a, b, c, d} systém rùzných reprezentantù (SRR)?

(b) Má mno¾inový systém M5 tvoøený v¹emi 3prvkovými podmno¾inami mno¾iny {a, b, c, d, e}
SRR?

(c) Najdìte systém M6 nìjakých ¹esti 3prvkových podmno¾in {a, b, c, d, e, f}, který nemá
SRR.

Pøíklad 4 (Dvì verze). Rozmyslete si, ¾e dvì verze Hallovy vìty vý¹e jsou ekvivalentní.

Pøíklad 5 (Regulární grafy). A» k ≥ 1 a G je k-regulární bipartitní graf (tj. ka¾dý vrchol
má stupeò k).

(a) Doka¾te, ¾e partity grafu G mají stejnou velikost.

(b) Doka¾te, ¾e G má perfektní párování.

(c) Doka¾te, ¾e hrany G lze obarvit k barvami tak, ¾e hrany ka¾dé barvy tvoøí perfektní
párování.

Pøíklad 6 (Vì¾e). Na políèkách ¹achovnice 8 × 8 stojí 24 vì¾í tak, ¾e v ka¾dém øádku
i ka¾dém sloupci jsou právì 3. Doka¾te, ¾e lze poprohazovat øádky a sloupce tak, aby
nìkterých 8 vì¾í bylo na diagonále.

Pøíklad 7 (Papíry). Máme dva ètvercové kusy papíru o obsahu 100. Ka¾dý z nich je nìjak
(libovolnì) rozdìlený na 100 útvarù o obsahu 1. Doka¾te, ¾e papíry mù¾eme polo¾it pøes
sebe a propíchnout 100 ¹pendlíky tak, aby ka¾dý útvar na ka¾dém papíru byl propíchnutý.

Pøíklad 8 (Latinské ètverce). Latinský ètverec øádu n je tabulka n × n vyplnìná èísly
1, 2, . . . , n tak, ¾e v ka¾dém øádku a ka¾dém sloupci se ka¾dé èíslo vyskytuje jednou.

(a) Doka¾te, ¾e pokud vyplníme první dva øádky èísly 1, 2, . . . , n tak, ¾e se v øádcích ani
sloupcích èísla (zatím) neopakují, pak mù¾eme dovyplnit i zbývající políèka tak, aby
vznikl latinský ètverec.

(b) Doka¾te, ¾e latinských ètvercù øádu 30 je více ne¾ 1090.

Nápovìda: n! za prvni øádek, n!/e za druhy øádek (proè?), (n − 2)! za
permutace zbylých.

Pøíklad 9 (Karty). Soupeø zamíchal standardní balíèek 52 karet a rozdal karty do 13
hromádek po 4. Rádi bychom z ka¾dé hromádky vzali jednu kartu tak, abychom mìli jedno
eso, 2, 3,. . . , krále. Jde to v¾dy provést?

Pøíklad 10 (Zákusky). Skupina n ≥ 3 matfyzákù si v cukrárnì objednala n rùzných
zákuskù. A¾ kdy¾ je obsluha donesla, ukázalo se, ¾e ka¾dý matfyzák je alergický na 2
zákusky (ka¾dý na jinou dvojici). Doka¾te, ¾e si matfyzáci mù¾ou zákusky rozdìlit tak, ¾e
ka¾dý dostane zákusek, na který není alergický.
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