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Projektivní roviny

Pøipomenutí: Nech»X je koneèná mno¾ina (\body") a P ⊆ 2X systém jejích podmno¾in
(\pøímky"). Potom dvojici (X,P) nazveme koneènou projektivní rovinou, pokud splòuje
následující axiomy:

(A1) (∀x ̸= y ∈ X)(∃!P ∈ P) : x, y ∈ P (ka¾dými dvìma body prochází právì jedna
pøímka).

(A2) (∀P ̸= Q ∈ P) : |P ∩Q| = 1 (ka¾dé dvì pøímky se protínají v právì jednom bodì).

(A3) (∃C ⊆ X, |C| = 4): (∀P ∈ P) : |C ∩ P | ≤ 2 (existují 4 body v obecné poloze).
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Lze dokázat, ¾e ka¾dá koneèná projektivní rovina (X,P) má nìjaký
øád.
V rovinì øádu n ka¾dý bod le¾í na právì n+1 pøímkách a ka¾dá pøímka
obsahuje právì n+ 1 bodù.
Rovina øádu n obsahuje právì n2 + n + 1 pøímek a právì n2 + n + 1
bodù.
Pokud je n mocnina prvoèísla, pak existuje rovina øádu n.
Pøíkladem koneèné projektivní roviny øádu 2 je Fanova rovina:

Pøíklad 1 (Trpaslíci). Sedm trpaslíkù si plánuje pracovní týden. Ka¾dý ze 7 dní pùjdou
nìkteøí 4 z nich do práce (tì¾it drahokamy) a zbylí 3 budou odpoèívat a hrát pøi tom
mariá¹. Je mo¾né rozplánovat týden tak, aby si ka¾dí dva trpaslíci spolu zahráli mariá¹?

Pøíklad 2 (Incidenèní graf nemá krátké cykly). Incidenèní graf roviny (X,P) je bipartitní
graf G, který má vlevo vrcholy X, vpravo vrcholy P a mezi nimi v¹echny ty hrany (x, P ),
kde x ∈ P . Doka¾te, ¾e G neobsahuje jako podgraf ani cyklus C3 ani C4 ani C5.

Pøíklad 3 (Pokrytí). Uva¾me koneènou projektivní rovinu (X,P) øádu n.

(a) Kolik nejménì pøímek z P musíme zvolit, aby ka¾dý prvek x ∈ X le¾el na aspoò jedné
pøímce?

(b) Kolik nejménì bodù z X musíme zvolit, aby na ka¾dé pøímce P ∈ P le¾el aspoò jeden
vybraný bod?

Pøíklad 4 (Axiom A3'). Doka¾te, ¾e místo axiomu (A3) lze pou¾ít (A3'): \Existují aspoò
2 pøímky, ka¾dá s aspoò 3 body" a stále budou sadì axiomù vyhovovat právì v¹echny
koneèné projektivní roviny. (Formálnì (A3') øíká (∃P ̸= Q ∈ P) : |P |, |Q| ≥ 3.)
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Catalanova èísla

Pøipomenutí: Posloupnost (1, 1, 2, 5, 14, 42, . . . ) Catalanových èísel je de�nována jako
c0 = c1 = 1 a cn =

∑n−1
i=0 ci · cn−1−i pro n ≥ 2. Lze dokázat, ¾e cn = 1

n+1

(
2n
n

)
. Lze dokázat,

¾e cn je poèet (plnì) binárních stromù s n vnitøními vrcholy (a tedy n+ 1 listy).
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Pøíklad 5 (Catalanova èísla). Vyjádøete následující poèty pomocí Catalanových èísel:

(a) Poèet korektních uzávorkování pomocí n symbolù \(" a n symbolù \)".

(b) Poèet cest v møí¾ce z bodu [0, 0] do bodu [n, n], které nikdy neklesnou pod diagonálu
y = x.

(c) Poèet mo¾ností, jak rozdìlit \schodi¹tì" o 1+2+· · ·+n políèkách na n pravoúhelníkù.

(d) Poèet zpùsobù jak popárovat 2n bodù na kru¾nici n úseèkami, aby se ¾ádné dvì úseèky
neprotínaly.

(e) Poèet triangulací konvexního n-úhelníka.

(f) Poèet mo¾ností, jak do tabulky 2×n vyplnit èísla 1, 2, . . . , 2n tak, aby v ka¾dém øádku
i sloupci èísla rostla.

(g) (Bonus) Poèet permutací mno¾iny {1, 2, 3, . . . , n} bez trojice (..x..y..z..) takové, ¾e
x < z < y.

(h) (Bonus) Poèet permutací mno¾iny {1, 2, 3, . . . , n} bez trojice (..x..y..z..) takové, ¾e
x < y < z.
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