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Projektivni roviny

P¥ipomenuti: Necht X je kone¢na mnozina (“body”) a P C 2% systém jejich podmnozin
(“primky”). Potom dvojici (X, P) nazveme konecnou projektivni rovinou, pokud spliuje
nasledujici axiomy:

(Al) (Vx #y € X)(IP € P): x,y € P (kazdymi dvéma body prochdzi pravé jedna
piimka).

(A2) (VP #Q € P): |IPNQ| =1 (kazdé dvé piimky se protinaji v pravé jednom bodé).
(A3) (3C C X, |C]=4): (VP € P): |CNP| <2 (existuji 4 body v obecné poloze).

Lze dokézat, ze kazda konefné projektivni rovina (X,P) mé néjaky
rad.

V roviné radu n kazdy bod lezi na pravé n+1 pfimkach a kazda primka
obsahuje pravé n 4+ 1 bod.

Rovina ¥adu n obsahuje pravé n? + n + 1 pifmek a pravé n? +n + 1
bodii.

Pokud je n mocnina prvocisla, pak existuje rovina radu n.

Prikladem konec¢né projektivni roviny radu 2 je Fanova rovina:

Piiklad 1 (Trpaslici). Sedm trpasliki si planuje pracovni tyden. Kazdy ze 7 dni pijdou
nékteri 4 z nich do price (téZit drahokamy) a zbyli 8 budou odpocivat a hrdt pii tom
marids. Je mozné rozplanovat tyden tak, aby st kaZdi dva trpaslici spolu zahrdli marias?
Piiklad 2 (Inciden¢ni graf nema kratké cykly). Incidencni graf roviny (X, P) je bipartitni
graf G, ktery md vlevo vrcholy X, vpravo vrcholy P a mezi nimi vsechny ty hrany (z, P),
kde x € P. Dokazte, Ze G neobsahuje jako podgraf ani cyklus Cs ani Cy ani Cs.

Piiklad 3 (Pokryti). Uvazme konecnou projektivni rovinu (X, P) rddu n.

(a) Kolik nejméné piimek z P musime zvolit, aby kazdy prvek x € X leZel na aspori jedné
primece?

(b) Kolik nejméné bodi z X musime zvolit, aby na kaZdé primce P € P leZel aspori jeden
vybrany bod?

Piiklad 4 (Axiom A3’). Dokazte, Ze misto axiomu (A3) lze pouzit (A3’): “Existuji aspon
2 primky, kaZda s asponi 3 body” a stdle budou sadé azxiomu vyhovovat prdve vsechny
konecéné projektivni roviny. (Formdlné (A3°) Fikd (3P # Q € P) : |P|,|Q| > 3.)
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Catalanova c¢isla

Piipomenuti: Posloupnost (1,1,2,5,14,42,...) Catalanovych &isel je definovana jako

co=c=1lac, = Z;:Ol Ci* Cn_1—; pron > 2. Lze dokazat, ze ¢, = #1(2:) Lze dokazat,
ze ¢, je pocet (plné) bindrnich stromi s n vnitinimi vrcholy (a tedy n + 1 listy).
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Piiklad 5 (Catalanova ¢isla). Vyjadiete nasledujici pocty pomoci Catalanovych cisel:

N

(@)

(a) Pocet korektnich uzdvorkovdini pomoct n symboli “(” a n symbold “)”.

(b) Pocet cest v mfizce z bodu [0,0] do bodu [n,n], které nikdy neklesnou pod diagondlu
y=x.

(¢) Pocet moznosti, jak rozdélit “schodisté” o 142+---+n polickich na n pravoihelniki.

(d) Pocet zpisobi jak popdrovat 2n bodi na kruznici n dseckami, aby se Zadné dvé usecky
neprotinaly.

(e) Pocet triangulaci konvexniho n-ihelnika.

(f) Pocet moznosti, jak do tabulky 2 x n vyplnit éisla 1,2, ..., 2n tak, aby v kaZdém Fadku
i sloupci cisla rostla.

(9) (Bonus) Pocet permutaci mnoziny {1,2,3,...,n} bez trojice (.x..y..z..) takové, Ze
< z<uy.

(h) (Bonus) Pocet permutaci mnoziny {1,2,3,...,n} bez trojice (..x..y..z..) takové, Ze
T<y<z.



