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Vytvoøující funkce je¹tì jednou

Pøipomenutí:Vytvoøující funkcí posloupnosti (a0, a1, a2, . . .) je mocninná øada
∑∞

n=0 anx
n.

Napøíklad funkce 1
1−x

je vytvoøující funkcí posloupnosti (1, 1, 1, . . .).

Zobecnìná binomická vìta. Pro libovolné r ∈ R polo¾me
(
r
0

)
= 1 a

(
r
k

)
= r(r−1)···(r−k+1)

k!

pro k ∈ N. Pak pro ka¾dé x ∈ (−1, 1) platí

(1 + x)r =

(
r

0

)
+

(
r

1

)
x+

(
r

2

)
x2 + . . . ,

Dùsledek. Pro n ∈ N a x ∈ (−1, 1) platí

1

(1− x)n
=

∞∑
k=0

(
n− 1 + k

n− 1

)
xk.

Pøíklady

Pøíklad 1 (Rozvíjení do øady). Prozkoumejte dùsledek zobecnìné binomické vìty:

(a) Co se stane, kdy¾ dosadíme n = 2? A n = 3?

(b) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (1, 2, 3, 4, . . . ), tj. bk = k + 1?

(c) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (2, 5, 8, 11, . . . ), tj. ck = 3k + 2?

(d) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (1 · 2, 2 · 3, 3 · 4, . . . ), tj. dk = (k+1)(k+2)?

(e) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (1, 4, 9, 16, . . . ), tj. ek = (k + 1)2?

Pøíklad 2. Najdìte vytvoøující funkce pro následující posloupnosti (pokuste se je vyjádøit
v uzavøeném tvaru):

(a) (0, 0, 1, 1, 1, 1, . . .),

(b) (1, 3, 9, 27, 81, . . . ),

(c) (1, 0, 2, 0, 4, 0, 8, 0, . . . ),

(d) (1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .).
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Pøíklad 3 (Vzorec pro n-tý èlen). Najdìte vzorec pro n-tý èlen následujících rekurentnì
zadaných posloupností (mù¾ete pou¾ít recept ní¾e):

(a) a0 = 0, a1 = 1, an+2 =
1
2
(an+1 + an)

(b) b0 = 3, b1 = 5, bn+1 = 3bn − 4

(c) c0 = 1, c1 = 1, cn+2 = 1 +
∑n

k=0 ck

Pøíklad 4. Uva¾me ¹achovnici n× n ètvereèkù:

A

B

Uva¾ujme cesty z bodu A do bodu B, které jdou po hranách ètvereèkù ¹achovnice a jsou
nejkrat¹í (tj. pou¾ívají 2n hran). Uka¾te, ¾e cest, které nikdy nejdou pod diagonálu ¹a-
chovnice (tj. pøímku AB) je právì Catalanovo èíslo bn = 1

n+1

(
2n
n

)
.1

Nápovìda: Cesta, která nikdy nejde pod diagonálu, kóduje binární strom s
n vrcholy napø. takto: rozdìlte cestu na 2 èásti v bodì, kde poprvé dosáhne
diagonály. Od první èásti odeberte první a poslední úsek, druhou nechte beze
zmìny. Co teï?

Pøíklad 5 (Bonus: Rozklady). Oznaème postupnì pn, on, dn poèty rozkladù èísla n na
pøirozené sèítance, liché sèítance, a navzájem rùzné sèítance. Tj. napø p3 = 3, proto¾e
|{3, 2 + 1, 1 + 1 + 1}| = 3, a o3 = d3 = 2. Oznaème P (x), O(x), D(x) vytvoøující funkce
posloupností (pn)n≥0, (on)n≥0, (dn)n≥0.

(a) Rozmyslete si, ¾e platí

P (x) = (1 + x+ x2 + x3 + . . . ) · (1 + x2 + x4 + x6 + . . . ) · · · (1 + xi + x2i + x3i . . . ) · · ·

(b) Urèete O(x) a D(x) a doka¾te, ¾e pro ka¾dé n platí on = dn.

1Napø. pro n = 3, takových cest je 5:
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