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Vytvorujici funkce jesté jednou

oo n
-0 anpl .

Pripomenuti: Vytvorujici funkci posloupnosti (ag, ai, as, . . .) je mocninnd rada ) >
Napriklad funkce ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Zobecnéna binomicka véta. Pro libovolné r € R polozme (6) =1la (2) = w
pro k € N. Pak pro kazdé = € (—1,1) plati

(1+z) = <8>+<:>x+(;)x2+

Dusledek. Pron € Naz € (—1,1) plati

Priklady

Piiklad 1 (Rozvijeni do fady). Prozkoumejte disledek zobecnéné binomické vety:
(a) Co se stane, kdyZ dosadime n =2% A n =37

(b) Jakou vytvorujici funkci md posloupnost (1,2,3,4,...), tj. by =k +1¢

(
(¢) Jakou vytvorujici funkci md posloupnost (2,5,8,11,...), tj. ¢, = 3k + 27
(d) Jakou vytvorujici funkci md posloupnost (1-2,2-3,3-4,...), tj. d, = (k+1)(k+2)?
(

(e) Jakou vytvotugici funkci md posloupnost (1,4,9,16,...), tj. e, = (k +1)??

Piiklad 2. Najdéte vytvorujici funkce pro nasledujici posloupnosti (pokuste se je vyjadiit
v uzavieném tvaru):

(a) (0,0,1,1,1,1,...), (¢) (1,0,2,0,4,0,8,0,...),
(b) (1,3,9,27,81,...), (d) (1,1,2,2,4,4,8,8,...).



Piiklad 3 (Vzorec pro n-ty ¢len). Najdéte vzorec pro n-ty élen nasledujicich rekurentné
zadangch posloupnosti (mizete pouZit recept nize):

(a) ap = 0; ayp = ]-) Ap42 = %(an—i-l + an)
(b) b0:3, bl :5, bn+1 :3bn—4

(C) co=1c=1, Cpt2 = 1“’22:00’c

Priklad 4. Uvazme Sachovnici n X n ctverecki:

A
Uvazugme cesty z bodu A do bodu B, které jdou po hrandch ctverecku Sachovnice a jsou

negkratsi (tj. pouzivaji 2n hran). UkaZte, Ze cest, které nikdy nejdou pod diagondlu Sa-

chovnice (tj. primku AB) je prdvé Catalanovo ¢islo b, = #(2:)1

Napovéda: Cesta, kterd nikdy nejde pod diagondlu, koduje bindrni strom s
n vrcholy napr. takto: rozdelte cestu na 2 casti v bode, kde poprvé dosdihne
diagondly. Od pruni casti odeberte pruni a posledni usek, druhou nechte beze
zmeény. Co ted?

Pi#iklad 5 (Bonus: Rozklady). Oznacme postupné p,, o,, d, pocty rozkladi ¢isla n na
prirozené scitance, liché scitance, a navzajem ruzné€ scitance. Tj. napr ps = 3, protoze
{3,2+ 1,14+ 14+ 1}| =3, a 03 = ds = 2. Oznacme P(x), O(x), D(z) vytvoiujici funkce
posloupnosti (pn)n>0s (0n)n>0, (dn)n>0-

(a) Rozmyslete si, Ze plati

Px) = (Q+z+22+23+..)- A+ +at+25+.. ) QT+t +22+23...). ..

(b) Urcete O(z) a D(x) a dokaZte, Ze pro kazdé n plati o, = d,,.

!Napt. pro n = 3, takovych cest je 5:




