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Nìkteré u¾iteèné øady

(1) exp(x) = 1 + x+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . . pro x ∈ R;

(2) sinx = x− x3

3!
+ x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n−1)!
+ . . . pro x ∈ R;

(3) cos x = 1− x2

2!
+ x4

4!
− · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ . . . pro x ∈ R;

(4) ln(1 + x) = x− x2

2
+ x3

3
− · · ·+ (−1)n−1 xn

n
+ . . . pro x ∈ (−1, 1];

(5) (1+x)α =
(
α
0

)
+
(
α
1

)
x+

(
α
2

)
x2+ · · ·+

(
α
n

)
xn+ . . . pro x ∈ (−1, 1), kde kde α je pevné

reálné èíslo;1

(6) 1
1−x

= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + . . . pro x ∈ (−1, 1).

Vytvoøující funkce

Pøipomenutí: Vytvoøující funkce posloupnosti (a0, a1, a2, . . . ) je mocninná øadu a(x) =
a0+a1x+a2x

2+ · · · =
∑∞

i=1 aix
i. Napø. pro libovolné x ∈ (−1, 1) platí

∑∞
k=0 x

k = 1+x+
x2+ · · · = 1

1−x
, tak¾e vytvoøující funkce posloupnosti (1, 1, 1, . . . ) je 1+x+x2+ · · · = 1

1−x
.

Pøíklad 1. Pro velmi malé kladné x seètìte (tj. vyjádøete bez sumy a bez tøí teèek):

(a)
∑∞

k=1 x
k = x+ x2 + x3 + x4 + . . .

(b)
∑∞

k=0(2x)
k = 1 + 2x+ 4x2 + 8x3 + 16x4 + . . .

(c)
∑∞

k=0(−2x)k = 1− 2x+ 4x2 − 8x3 + 16x4 + . . .

(d)
∑∞

k=1 x
2k = x2 + x4 + x6 + x8 + . . .

(e)
∑∞

k=0(k + 1)xk = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . .

(f) x
2
+ x2

4
− x3

8
+ x4

16
+ x5

32
− x6

64
+ . . .

1
De�nice:

(
α
k

)
= α(α−1)(α−2)...(α−k+1)

k! .
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Pøíklad 2. Najdìte vytvoøující funkce pro následující posloupnosti (pokuste se je vyjádøit
v uzavøeném tvaru):

(a) (0, 0, 1, 1, 1, 1, . . .),

(b) (1, 3, 9, 27, 81, . . . ),

(c) (1, 0, 2, 0, 4, 0, 8, 0, . . . ),

(d) (1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .).

Pøíklad 3. Pøedpokládejme, ¾e posloupnost (a0, a1, a2, . . . ) má vytvoøující funkci f(x).

(a) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (0, a0, a1, a2, . . . )?

(b) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (a0, 0, 0, a1, 0, 0, a2, 0, 0 . . . )?

(c) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . . )?

(d) Jakou vytvoøující funkci má posloupnost (a0, 0, a2, 0, a4, 0, . . . )?

(e) Jaká posloupnost má vytvoøující funkci f(−x)?

(f) Jaká posloupnost má vytvoøující funkci f(2x)?

(g) Jaká posloupnost má vytvoøující funkci f ′(x)?

Vzorec pro n-tý èlen

Pøíklad 4. Najdìte vzorec pro n-tý èlen následujících rekurentnì zadaných posloupností:

1. a0 = 2, a1 = 5 a an+2 = 5an+1 − 6an pro n ≥ 0.

2. a0 = 2, a1 = 1 a an+2 = an+1 + 2an pro n ≥ 0.

3. a0 = 3, a1 = 5 a an+1 = 3an − 4 pro n ≥ 0.

4. a0 = 1, a1 = 9 a an+2 = 6an+1 − 9an pro n ≥ 0.
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