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Kombinaèní èísla

Pøipomenutí: Kombinaèní èíslo
(
n
k

)
, èteno þn nad k" (anglicky þn choose k") je zkrácený

zápis za výraz (
n

k

)
=

n!

k! · (n− k)!
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

1 · 2 · · · k
a vyjadøuje poèet k-prvkových podmno¾in mno¾iny o n prvcích.

Pøíklad 1.

(a) Závodu se úèastnilo 10 be¾cù. Kolik je mo¾ností, jak mù¾ou vypadat stupnì vítìzù?

(b) Na táboøe s 10 dìtmi je potøeba urèit trojèlennou noèní hlídku. Kolik je mo¾ností?

(c) Je dán konvexní 10-úhelník. Kolik trojúhelníkù má v¹echny své vrcholy mezi vrcholy
10-úhelníku?

Pøíklad 2 (Kulièky). Z neomezené zásoby kulièek n rùzných barev jich chceme vybrat k.
Kolik je mo¾ností, pokud kulièky:

(a) musí mít rùzné barvy a dáváme je do øady?

(b) mohou mít stejné barvy a dáváme je do øady?

(c) musí mít rùzné barvy a dáváme je do pytle?

(d) mohou mít stejné barvy a dáváme je do pytle?

Pøíklad 3. Doka¾te, ¾e pro ka¾dé n ∈ N0 platí

n∑
k=0

((
n
k

)2)
=

(
2n
n

)
.
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Stars and bars

Pøipomenutí: Poèet mo¾ností jak uspoøádat s hvìzdièek (typicky reprezentujících vìci) a
b oddìlovaèù (typicky reprezentujících hranice mezi pøihrádkami) je

(
s+b
b

)
.

Pøíklad 4. Kolik øe¹ení (a, b, c) má rovnice a+ b+ c = 10

(a) v mno¾inì N0 nezáporných celých èísel?

(b) v mno¾inì N kladných celých èísel?

(c) v mno¾inì sudých kladných celých èísel?

Pøíklad 5.

(a) Pøedstavme si, ¾e roznásobíme výraz (1 + x+ x2)3. Urèete koe�cienty u x a u x2.

(b) Urèete koe�cient u x7 v roznásobeném výrazu (1 + x+ x2 + · · ·+ x10)20,

(c) Urèete koe�cient u x15 v roznásobeném výrazu (x2 + x3 + x4 + · · · )4,

(d) Urèete koe�cient u x28 v roznásobeném výrazu (x+ x3 + x5 + · · · )6,

(e) Urèete koe�cient u x17 v roznásobeném výrazu (1 + x2 + x4 + · · · )10.

Asymptotické odhady

Pøipomenutí: Pro faktoriál platí e(n
e
)n ≤ n! ≤ en(n

e
)n. Pøesnìj¹í (Stirlingùv) odhad je

n! ∼
√
2πn(n

e
)n.

Pro kombinaèní èíslo platí (n
k
)k ≤

(
n
k

)
≤ ( en

k
)k. Pro prostøední kombinaèní èíslo platí

22n

2
√
n
≤

(
2n
n

)
≤ 22n√

2n
.

Pøíklad 6. Pro velmi velké n seøaïte podle velikosti:

(a) Poèet v¹ech funkcí f : [n] → [10].

(b) Poèet prostých funkcí f : [n] → [n].

(c) Poèet funkcí f : [n] → [n], kde ka¾dé f(i) je násobkem 2.

(d) Poèet funkcí f : [n] → [n], kde ka¾dé f(i) je násobkem 3.

Pøíklad 7. Pro velmi velké n seøaïte následují výrazy podle velikosti:

1000n,
1

2
n(n+ 1), 1.1n, n

√
n, n log n.

Pøíklad 8. Pro velmi velké n seøaïte následují výrazy podle velikosti:(
2n

n

)
,

(
2n

5

)
, n!, nn,

(√
n
)n

, n
√
n, n5.

Rozhodnìte, jaké z tìchto funkcí rostou stejnì nebo asymptoticky stejnì rychle (symbo-
licky: f(n) ∼ g(n) nebo f(n) = Θ(g(n))).
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