Diskre"mi” matematka - Rovinne'jm-l:j
Dosud isme mluvili o vlastnoskec grafli, ktere’ nealled natom, Jak byl
mf = nakresien. Vv nel«.-herg’c,h kontextech alena rakresteni e
Intuitiwme” Fcé"éno/ rovinne’ gl J.wu fakove’ Jra(lg , ktere’ [Re ;
, rakreslit  do voving bex kFlFeni hran'. Tedy mat)‘,’"rovinne’ nakresieni .
nakresleni:  vrcholdm priradime body v nvine”

a hranam kFiviey, ktere! kon&i™ v danfch bodech.
nakeesleni Je r'wl'nne: Pokud se kﬁvkﬂ nekFzi

(NaPE' v elektronice  jsou +ev. Plos“nc’s ‘Ue
na desce 3oy vodite. natist€he’ v tenke
kovove' vrstvicee. Pochopitelne” necheme,
“bﬂ se. vodiCe Prah’nal:j-)

prklad. Grat Ky J‘e rm‘nnﬂ’ . toto XL heni rwvinne’ nalcreslem-/
ale +oto 1@ nebe toto V J‘.rou. rovinng_ nakees lenf.

Ac Kg?¥ @ Pokud zatheme kreslit Hukbo

Tu ch bEjici hranu nelze dokreslit be2 kr'Feni™
stalvajicich hran.  Ale téeba J'Jme J'en 2acali r“/aa.+n€' ? Afwuifl:' PF;'I:':“’

[ : / ?
ma'lo  klikate hFany.
Ve skutechost rovinne’  nakresleni Ke neexishge. Ale jak to doka'zat ?
Vprvc'vi"a.de“,' abychom  mohl n'é'oo' dokaw:aé, tak je potreba definovat pojmy,
0 nich? mluvime. Zacneme s definjci k-r:vkj.

diabf fam tato

-u".' hmnq

Mohvace dehnice. Predstavme Si, e kresiime naJi krivkdu na Papir a trva’ to
jednu sekundu. Tento proces seda’ popsat Jako funkce

£: [01] — R®  kde £(£) je poloha +u'$1/j v Cale .

Nds zajiima_ mnogina viech #t) "pr te Lo13. Tuné ratime -f:([:o“ll).

TeAy — #(To2):=34(t) 5 £eLa 133, Pokud £ je , dost hezka , teto mnoBiné ikame. kFivka.
Napi. N tato kfFivka  (Tdst ﬁfraloolg s rovnici 3=xz)
;: se 44’[?0?51\"' Pamoc(/ nkce.” L[£) = (t, +2).

§ Ale ureite” to nenl jeding 2Ppisob . Steynou msloi-n'nq
+—> Aostaneme jako a(lo11) pro glt) = (+*¢*
T J Froth)pre g !
nebo  h([o17) pro h(t) = (1-t, ({-t)*) 1
Pre keresleni kFivky e ouile%ftE’, Ze l'ni\cal nexednewe  tuzlu = papiry.
Tento potadavek “na funkd £ je vyialdien tim, Ze po £ cheeme, aky byla Srcjﬂ‘a’.
PO]EW\ s‘)oj(ter Lunke Va's Teka \/P?r'.r m seméstru, Jed" ma ngj nemdme. ‘dost+
wa’s\-vo_')ﬂ a definovat ho vebudeme. lntyihvnl vy tnam )’e ale tento,




Krivky jsou mnohq nf-emj'ch druhd. Te', kieroy )sme se. snaFili Farm-l- vqie, e
- -~
rika CJordandv) obloy k -

Def. Oblouk je podmmoFina roviny twaru F(Co13), kde
£: 0o 11 — B e s[;o'ih' -Punéte ktera’ je navic ,Drosi-u’. O
£l0) a_ £(1) )sou, ovicove” boalj 4ohoty oblouiu-

Podo\vu:j’ Fofm :)Q -I-a]?ologick{ kruznice. Ta se 0d oblouku ﬁﬂ—jﬂﬂ tm, 2o Llo)=€11),

Det. IDEOIDQEC&Q/ kruinice Je £(ro,13), kde
£:To1] — IKZ Je SPojf’m’ Funkce v k-l-em’\jc, Pmﬁ’ﬂ/ ha ED) 0
a £(0)=€01).

Def. Rovinne’ nakresteni” 3me G—=(V|E') je PrDSTe' zobrareni b: V/ —> le
a Ssz're'm oblowkd ?cc, ec E$ Y takov 7, 2e!
o \fecE: pokud e =%yvi tak cp ma'konce b(u)l b(v).

. VeeE,\—iwe V: okud w nent kenec hranye, tnk Ce v\eobs‘ahude, b(w) .

o polurd ete: vyma koncovijeh bodld se co a (o neprohinai-
L \A ~ v N
Oblo J slo

Def. Potud USRS definugeme relaci % na U takto:
xxj = oc"s+uj¢, oblouk [9(,1 skonwvgmi boatj )Lag.

¢ Uy

. W W V tomtfo  obrales X2y, ale 1lxxe ).

Pozn. =« 1o ekvivalence.

(To tezho dpkofz?ew\e/ kdyi«' nezna'meé poiewm sPo'iée’-Funkce.

Hikzeke i ale rozmyslet, Ze o a_lej]?oﬁ' n@'mt )n-lm'ﬁ\me"o(alm’\rm:jsl.)

4

¢

Def. Komponenty obloukove’ sowvislosh J'.tou, +Fu'd_cj ekyivalence .

P Tob U ma' ove” kom’:onen-!:j 0bloukove! Jouvislosh'.

Def. Pokud MSIRZ, Pak X je na hranici mnoFiny U, pokud kazdy
kruh se shredem  x obsnl«ﬂe baaLj% u i bod.j mimo U-

s
G
u7 /// 2

5

tde s(\')z ha hranicl u, y at neJ'rou-



Véta_(Tordanova vela o krudnici).
Necht” 0 je topologicka kruFnice. Poom RN\ ma Pm‘v{’ dwe” komFanen-ly
obloukove’ Sowvislosi (,,vvu'{Fek" a ,,vnz")?_elc"). 3—(jidr| SPolet'now branici J'Q Y.

Dikat Vﬁﬂﬂc\m'mﬁ.. Je '|'€’t1r.3/q kyome toho Pa‘h"f'd.o 'beolujie., ne d»komlm'wa'brl'ka.

hpolojidm’ Eeunicerc. KAyT 2 viny odstanime.
jej\’ boAg (PFeAshv-k S naPF.’ Ze Foale'l ni_ sthalme,
néZkawi), fak se mzpadne’ na dum |, kusj".

To jsou k—MPowe,wl'j obloukove’ Souvishg.

Tato velq chFqu’ dos+ Mvia’lnc‘: ale Ve skutetwosti frivia’lni neni
Diftvodemje, Ze kFivkﬂ mohou VJPWT Znathe” exohicky. Poﬁdaw_k, al:tj hdc#mgfq’
funkce £ byla spojita,” sice  odfituje +y nejhorii” pripady, nicmelneé”
nelbere’ kealime’ atgrmave’ (neko Fahlwcke,’, ?od(e ahlu Pah[ed,u ) I:Fivkj
fmto ¢item Pwputuou.

/\ m—a—u lomend. Bxra, ktend 2afing v bede” (1-1),

AW s kowei” v bode” (Olo) a Pmcha‘!—f viewi body

4 ¥ 1 L (- \“3 - ) / stof

2 \ (= ; 1 , neni obral 24dve 5}32}1’6 funkee,
+» new oblouk a -l-edﬂ Se neolcjew’

Ja.lw nakregteny hramﬂ.

pr. A1,

L\,
IR

IPr. Ex[sh«dn’ sproi’re’ funkee  Cotl— IR‘L, ke’ leurcelrj’ ctverec. [oj1)xTo1].

e

Nap  Hijl bertovo, kiFivka:
Pf‘ _‘\1W\ '92_ \ u \JT
M ]
43 | U

£ je vhodwa ]Damme'l'ﬁﬁcﬁ i-te Efivk ;
a £ je funke, toov dostaneme | v Po-nem  kroku
(e to limita  Punk™ i, ale o limitalch se dozvite PO?"?J;B
Tat £ Je Spojia/, ale neul” prosid”. jine'p"t'kla@ jou spjite’ i prose’
No.?r?. Kochova Vlof:'lco\ Vivdene Pod_obnj—m FwCEwa\?

A

pebudu ’ku:r-et', ye o yew ]‘)w Va5 FFds-favu

Yome zvyklil ze Irivey” 2l Plockik nulovg’he, obsahy.
Ale,o\oj\’ Se Flanstrug va (Pvobn€' JAko
\ k?ivkw kiere! hh‘rgr nenu lovou plechuy.

Vgs\edm{ fuakee e sm‘{h’ | piﬁmj 1 ia a'EAsfm’ { J‘Ako oblouk.
)




Kdy# ipustime, e fopolo icka kruBnice mdFe vypudat pudobne” exoticky,
Julw P::;jchof: priklady, fak Joordmwa Ve Freﬂune VJFML txk rivia'lné-

Proc” nals ord.a.an vela 1-3 ™
-\cru.?mce v vovinne'm vnakresleni 3mcw oa(powdﬁl +oFol03\dcjm kruZnicm .

(vamlkenown ‘\lca s-)zd.uocem
< @ -

Def. Stenu rovinneho nakregleni 9m¢u6— J.rou kamponemt-j obloukove’
Souv'\floﬂ'{ mno#v R*~ (U
J eé Ece)
!
/
/
pr. th vovinne’ nakresteni / ///

ma > (cSne vyirafvane’) / /7
Temj “',J ///////// %

Pr. Mohou evishvat rdtna  nakresleni Sfﬂneho 3m4'u s m?njmn $+cmm1/ naﬁ‘ 2dg

JO'I'D rakresleni. wa S’fenb\, V\)QJH: A ramie )fow
Nakresleni” viedh hram a veeholl.

To nabres\enl Fadnou falkovou Iteny newd -

Kumtowskeho vetn

Diss ledek. (:\’ordamv_rj va}j) Ks neni rov{nng.

Dk. Doka'feme +o sporem. Pred olclauejme ze KS'IIL vovinnj q veimewe rovinne’
nakresieni. Vrcholy 1423 a hrany meziuimi v tom nalertsieni fvor’ 'I'nfoloJ;c&ou

koudnic. & Pod e, Jordanvy ve tah krugnice deli” revinu na dve—
cdsk, vnifFe)?,q n:ueJuI: Vrchol 4 je v jedne’ 2 nich-
Pohaed e wvmitf™ Podobpgm tpifobem usoudiine,
1 3 &® A ?e_rm: umin¥eni yrcholy $
2 3 mame 4 mozhosh:

Pobud  je uwisten uvnitrkrutnice Xy definovane’ vroholy 134 (a hanami wmex wimi)
‘hlk hewi %qdmﬂ %PMSoG- Jak uwmisht oblouk  odpevidajic” hrane” %5, 2% :
[R \Hygy ma' € kouponenty Soavislest a bod ]o[f) je v ne’ km snente;
net b(?.) A t nedow yt obloukewm, Ic+e»:j Iaj zuﬂajjv R\ }{134
(ﬂm h rof hf.d.ll—& 2 OMOW a C313}’ C§343/ C?H'})

V\QIMM'BQ v Nﬁ(ﬂm‘(/ kter 1.2 wynhe 31213.*
Podobne” lou.olme ] viedainy oStatu Rﬂlﬂnj Neng + 2aldu” ?P"kfd'_
vwasighi b(5) J 'Z‘(:j J
\/ & rsme F?edroua’dah ,% v je uvniy e’ PuvoAm krugnice o -

Po\uulJE vcnloq/ tale Pasiur me na.)z‘mﬂ'o ml,oofchﬁ.



Délen” arafu G (2 qraf G, kieri venikve tak, 2 do  nétenjch hran qrfafu G-
9 o) ‘7 J Y J
Pndame, nove Vl’tlaoln.

fr.
napr. toto e deleni” Jmﬁu Ko

%: Necht” G-je jm#a G’ J'e lejeho deleni
Pak. G je nw‘nnj’ er ‘6! je rwfnnj’.

Neni~ 'i‘é_'z-'ko./ na intuiBvi geovnt oab&vodm't/ Pmc"bj fate melo P[o.h'-}-.

PodobnojjakoT}rwe to udelall s Ko lze doka'zat, Ze aw Ks3 neni” rvw'mg :
Tedj ani oeleni” Kg nebs Kyz nent ryinné.

<§>‘ Pokud G ie Podam‘-‘ jm-Fu H a Gnen rbvn'nnj; Tak # take/nent rovinng

Dk. PF’eAPokla,de\jMC. (ve snaze d.o,;Pé-f ke Spom), e H-Jeﬂ\’l'nng-
Vezmeme NnEiake  rovinne’ nakresleni grafu M. Swatahim  bodd a krivek,

ktere nejiodv 6 dostaneme rovinne’ nakresieni grafu G- To je spor
S predpokladem, e G neni rovinny. %)

Takze graf, kiery obsahuje wZjake’ deleni K5 nebo Ky jako podgma neni rovinng.
P:'—'clcmPSve'“; —oto qu, szine’"PFegofihﬂ rvinnost . To rika ha’rlealuj'fct' vet .

Vet (Kuratowske'ho).
G'JQ, rvinng &> neobsahue Jako PoaL vaf Zadne’ deleni” Ks, ani
J zaldne’ J!é'km’ K33. J

Romorfni~

Dk. Tu lehei imPlil:au' (4= ") [Sme u¥ dokalzali.
Tu druhow  (,&") dokagovat pebudeme.

— -~ = o G — . ~
Cviten. Dokazte  2e nasledujic” graf nenl nvinng



rch yan Q Stev

Pokud G DbSAhuje kruzhici  (jako Poa( m{l)/ Tk fat krutnice odpovida
to oloﬂfclce' kruZnia v vivinng'm nakresienic G. Pak (# ordangvy ve )
ma~ P nakreslteni alesport” 2 §tehy- Naf\e dusin lemma H'ka'l et v ngjake'm

-

SmS‘clw Pla,h’ I naopaic . Tote J‘{ ale dal¥i” 2 tyrvewi, ktera’ nebudewe dokazevat
® ~
Lemma. Necwt” F e sténa  rovinne'ho nakresteni grofu G-

Pokud wd G alespoir L stehy, pak hranice stény obsahuje
hakresleni” kKrufnice. * G-

pr. ' Stéha F je yyfrafovana”
‘ V\je:j'/ hranici
Dustedek.. Libovolne’ rovinne’ nakreclent Stromu ma- pFemc" J'aatnu Hehy -

Vet (Bulerova formule)
Kagde' rovinne’ nakreglen™ Souvigieho 9rafu Gmalpmivé’ lE()| — V(e 2 s+m.

Dk. Induke podle IE(E)N. Uvazme nEJ"alr-e’ rovinne’ nakreslenT & a
nedat” s e Totdr St€n  hoto  nakreSleni.

e Pokud I[E6)|=0: G—'lesouvfslﬂ’anema’ hrany = |v(6)I=1.
je %chme’,-?e. s=1 a ‘ruj e - Ivle)t2= 0-1+2=1=5s.

* Pokud IE(G)]>0:
= pokud G weobsahue krugnid, \{‘e-hﬁram. Videli Jime Vg3,
e pak s=1. Ae  [E@I-lv@T+2= -1+2=1=%.

- Po\wul G obsﬁhu:'le kruzhicc C:

Necht” e ¢ hrana C. Pak C deli rvinu na 2 k'
(Joratanwa vz?x\ a e muj Jowsedi Se dveima SHEhami .
Vymazeme e a dortaneme” graf G
(Pmir'\fjme )eho mkre.rleng kiere/ veniklo 2 p&voa(nrho nakreslent O
L 5¥&ny, Se letergmi € sousedila, R slily oo jedue!
Ma'me  +edu rovinne’ nakesleni- Smﬁu 65 "Li'eiy/'na 'melne”
hmn/ mgo m&zeme Wt indukni predpolklo
Tentrdi v 6 ma' IE(GH =IWEIN *2  stém
G ma'tedy ojeduu vice, +.i.

LEET- (o) 43 = TE@I=1) =\ +3 =& ~v(6)| +2..

2
Obdobné se dd doka'vat :
Vetn. Pokud G e rovinng A ma Kk kemponent Souviflosh a. s je Po?e-l- sten jeho
rovinneho akresient, pak IVl -lg|+s =kl



Lemma . Pokud G 'le rovinng  a obsahwie kugnia, tak kazda! st€na
ma_ ve sve' hrania al&rrov‘\’ 3 °H'°“"kﬂ/ k+m’oo([)0vﬁ(ad'|’ hranam .

Dk. Nedat” F Je fena G. V lemmatu @ jsme ¥minil, 2e. v hranic Wuyf
Se nachay  nakresient  Krupwice C 2 G-

A l Kruznhice C ma’ale,sraﬁ' 3hmnﬂ. a

V horn{” mez na pocet hran rovinne'ho ara

Necnt” (r-‘-(le) ]e rovinn5 graf, kde vl23. Pak gl £ 3lvi-¢.

Dk . Zabixuieme nEJ'ake’ rovinne” nakresleni” G.
oPokud ¢ obsahuwe kruznic : Budeme potitat dvEma zpifoby velikor+
WmnoEin ’L(elF); ec €(6)a F jesténa hakresieni ktera'ma e ve sve'hranici 5.
Pokud “definujeme a; jako potet hran na hmnia fteny i, a
S je potet 5, tak
IRI= a4+ a,+... +dg 2 35S
‘]clikai' (Podle lemmatu vie) kazda' Hha ma ve S’ hrania aICIPD;l/ 3 laraw.
Na druhod JStanw, IRl < 2-1El, prob¥e ka#d hvana je v hranicd
nejvgn dvou e

Kdﬂi’ 43-\'0 Av€ envnice dalme dohromady, dosftaneme
2.9 £ 1-lE]|
Z Eulerovy formule vime . 1€l = |vlts (kef)) & (v] +5-2
amﬁ 3-lgl £ 3lv|+3s-6 < 3.lv[*2lEl -6
@ IE|l< 3\v|-6.

o Pokud G ne,obSuhvjc bErumia ¢ :)Cho lcom,)on-em‘:j JJou Jhomy.

Poud - ma' k kamponent a i-ta! ma” n; “vrchold,
|El = i(n;—l\ =lv|-k £WV|-1 £ 3-Wl-. )

=1
Pokud vime, Ze G neobsahwe trojihelnity (+). kruwice Cs jako Poddra(?y\
Yok kazdd sténa md ve své hranic| alesror'i’ ¥ hm"ﬂ' Imitovdnim ddkatu —dostaneme :

Vet : Pokud G=(vE) ]{mvin"fj’ﬂ lV[>/3I anavic G—neobsahgﬁe 'h’gjﬁ'htlmﬂ:g, Fak
IEl« 2-(v] —¢.

Disledek. . Pokud G—'lg rovimg, G ma' ne_‘)'at’vrahol S—fufne"'.’:ST
Po\wul(ri-e wvinnj bex Wﬂelm y FAJL G ma vrchol J-h;.,mc"ﬁi

Dk. dentv([m vTechna i) d 'Ie S-lu,’)eﬁ' vrdaolu V|,

° o -~ o 2di _ 2.1l , 2.(3lvi-6) iz
Prumer“j Stupen v grafu G e M T W ST =67 e

TLO\,\) CX\H"‘jC 1 4.7 dl'<6. Podopn€ 1 druha’ &'t - 77



~ '
Kresleni wa |me’ povrthy
J l J

Graf Kg heni row'nnjj ale dase bez ki'gen] hran nakreslit na torus-

Obecne’: (ak ,Sloiﬂsg " mwst bj'i' Fovrcln, aby
se dal o(mw/ nerovimy’ jm@ na né]' nakresiit

Koule : na+4u se bez kF'zeni olav'n’ naleresii t ri’anffﬁgnz’ jm{% ja.l:o doroving.

. /Severm Poe. Shmemg;cyq’!)rojekc;:
umistime ia'nvbu na Severpi l>°’l
‘ymﬁ\\&\he’ Skekey, na nid je nakresien gmﬂ-
Stiny nakresien olefinuji roviane! nakresfen”
., N nakresient 3mf—uA-Fun3u' Yo Jama’l'r'_?-‘ju\e" i naopak :
- - na §feirt rovinne ipakreslen deﬁ‘nu.:je, naleresleni-

~ na skeleu.
m& « b nakresteal
vining w
rovt 5{0\(44

Kaboije, dalno naleresient na sfelru bez kf'zent hran , nadokeme Ankto rovinme'
nalcresleal, a YM.O‘?Ak. S+ed'ne' 3“‘4:3 sfe +uj abjr naloreslit  ber lorlgew” na sfelry
o do roviny.

Nicwene peeci jenom wam kreslen] na Sfelru b nécemu \e:
smiEe ndm oddvodnt, & graf |ze ,,Pchle'lcuoui'" fak alo:] Henq, ktery
isme Si Vbbm\i/ bjlq \/hE\'fu’.

?’T&SnE\Si reten ’
kranice kavde S-\'éfuj Odl'iwrda’ uavrenemu (fledu) v .

C#’: Sfé’nﬂ hakeeSleni na |bouli 1$ou ohranid’évlj s+3'njmi Sledy, Ja.lw
Steny y odpovidyi ciho' pakiesteni v roving

%1 Nect” s Je n?J'a.lcq’ sHena vovinne'ho nakrestent 3ra-ﬂu6' ohranicend’ Sledem 3.
Pak exishie nakresteny G, kde vFchnj steh ']Iw ohranfc?enj Stejnigm,
Sledy jakm v fom  pRvodvim  hakrestewt, aé i Itéha je ohranictna Skolem S .

Dk. Vermewe P\X\roo\nr rovinne’ nakrestewr Promﬂneme ho na lcouli,
-— . - / -~
?oo-bcfme kouli +uk, abj severn POC byl uvnity ﬂ*l}j S, qumﬂheMe Zr&
ole rving.






