12. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Primarné-dualni algoritmy

D: Mg¢jme optimaliza¢ni problém a ozna¢me OPT hodnotu ucelové funkce pro optimélni reseni.
Rekneme, ze algoritmus A je k-aprozimacni pro dany problém, pokud A vraci pifpustné fesenf
a hodnota tucelové funkce tohoto FeSeni je A < k- OPT (to v piipadé, ze maximalizujeme, pro
minimalizaci chceme OPT < k- A).

Pozorovdni: Pro kazdé feSeni maximaliza¢niho ILP a jeho LP relaxace plati, ze OPTrp > OPTypp,
resp. OPTp < OPTyrp pro minimalizaci.

D: Pro graf G = (V, E) se dvéma vyznacnymi vrcholy s, ¢ minime (s, t)-fezem jakoukoli mnozinu
S CV spliwmjici s€ Sat¢S.

PRIKLAD PRVNI Na zacatku cviceni jste videéli 2-aproximac¢ni algoritmus pro VAZENE VR-
CHOLOVE POKRYTI, ve kterém se vygenerovala dvojice pfipustnych feseni (x, y). Tato dvojice pFipust-
nych feseni vétsinou nebude optimélni, protoze to je jen 2-aproximace. Zdtuvodnéte, které podminky
véty o komplementarité budou poruseny.

PRIKLAD DRUHY Na obrazku je bipartitni graf, ktery ma u hran napsané ceny a u vrcholu
reSeni dualniho programu k perfektnimu parovani minimalni ceny. Dokazte, Ze toto FeSeni je optimalni.
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Dale se zkuste zamyslet, jaké rizné moznosti mate pro dokazani, ze dané feseni je optiméalni?

PRIKLAD TRETI Mate primar a duél. S pomoci komplementarity najdéte optimum primaru,
kdyZ vite, Ze optimum duélu je: (0,0, 1,0)7.
Primar: Dual:
max —2x1 + 2x9 + 223 + 324 min 3y; + 2ys + y3 + 2y,
1 —xg+ 2w3 <3 Y1+ 3Y2 —Ys +ys > —2
3xy + w3+ 14 <2 —y1 + 2y3 + 3ys > 2
—x1 4+ 229 4+ 223+ 314 < 1 201 + yo + 2y3 > 2
T+ 39 — x4 <2 Yo +3Ys —ys =3
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PRIKLAD CTVRTY  Mgéjme LP pro hledani nejkratsi cesty z bodu s do bodu ¢ v grafu ohodno-
ceném nezapornymi délkami cest jako {0, 1}-celociselny program. Méjte podminku pro kazdy s, t-fez
v grafu. A jeho dual.
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Nyni uvazte nasledujici algoritmus:

1. ¥« 0, kde y je vektor duédlnich proménnych.

. F' < () — nepiipustné feseni primalu.

. Dokud neexistuje s, t-cesta v G[F:

Uvazme (jedinou) souvislou komponentu C' v grafu G[F] obsahujici s.
Zvysujte hodnotu ye, dokud néjaka podminka (odpovidajici e) nebude tésna.
Pridejte e do F'.

7. Pro kazdé e € F"

8. Pokud G[F'\ {e}] obsahuje s, t-cestu, tak odeber e z F.

9. Vrat F jako nejkratsi s, t-cestu
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Dokazte, ze tento algoritmus najde nejkratsi cestu.

PRIKLAD PATY MINIMUM STEINER FOREST (dale MSF) je nasledujici problém: Mate ne-
orientovany graf G = (V, E) s kladnymi vdhami na hranach w : F — RT a disjunktni mnoziny
S1,59,...,5, C V. Vasim tukolem je najit FF C E minimalni vahy takovou, ze kazdé dva vrcholy

u,v € S; (pro kazdé i) nalezi do téze komponenty souvislosti G[F|. Zjevné F je acyklickd a nazyva
se Steiner Forest.

Formulujte MSF jako tlohu celo¢iselného programovani, provedte LP relaxaci této tlohy, naleznéte
jejl dual a vypiste primarni a dudlni podminky z véty o komplementarité.

Poté zkonstruujte primarné-dualni algoritmus pro MSF a rozmyslete, Ze je to 2-aproximace.

Hint: Algoritmus bude analogicky algoritmu pro nejkratsi cestu.

Domaci tukoly

Deadline na odevzdani je zacatek cviceni za 2 tydny od zadéni.

DEVATY DOMACI UKOL [2 body]
Na obréazku je zadan graf a u jeho vrcholu je pripustné feseni relaxovaného linedrniho programu pro
maximalni nezévislou mnozinu:
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S uzitim komplementarity ovérte, jedna-li se o optimalni feseni.



