Priklady z Matematiky -+

4. série - Homotopické a homologické grupy

napoveda 24. 5. 2018,
cviceni/odevzdat do 29.6.2018

Definice: Necht K je konecény simplicidlni komplex. Jako A-kompler definujeme
toplogicky prostor, ktery vznikne jako faktor prostor | K| zidentifikovanim nékterych
simplexu K. Zidentifikovani musi splnovat nasledujici pravidla: a) ztotoznovat smime
pouze simplexy stejné dimenze, b) kdykoliv ztotoZnujeme simplexy o a 7, ztotoznéni
musi byt bijekce na jejich relativnich vnittcich.

A-komplexy se chovaji jako simplicialni komplexy se dvéma rozdily: v A-komplexu
muze byt vice simplexii se stejnou mnozinou vrcholi a dovolujeme simplextim, aby
mely ztotoznény nékteré ze svych stén stejné dimenze. Napt. zatimco 1-dim simpli-
cidlni komplexy odpovidaji grafim, 1-dim A-komplexy jsou presné multigrafy.
Definice homologickych grup pro A-komplex X nad Z, je pfimocarym zobecnénim
simplicidlni homologie. Necht X vznikl ze simplicidlntho komplexu K a p: |K| - X
je kanonické projekce na faktor. Oznac¢me jako K mnozinu vSech k-simplext v K.
Definujeme Cy(X;Zs) jako prostor vSech formdlnich linedrnich kombinaci prvkia
mnoziny {p(c): o € K} nad Z,. Pokud pro ¢ € K plati dy(c0) = S2F 7, defi-
nujeme Og(p(o)) := Zf:o p(7:). Na k-fetézce rozsitime Oy linedrné. Ostatni definice
jsou beze zmény.

1. Dokazte, ze m (X X Y) =2 m(X) x m1(Y) pro X, Y kiivkové souvislé prostory.

[4]
2. Ukazte, ze v nasledujicich pripadech neexistuje retrakce r: X — A:

(a) X =S'x B* A= S'x S, [4]
(b) X =8 x B, A={(1,0)} x S* (tj. A je nulhomotopicka kiivka v X).
[4]

Pfipominame, Ze B? je 2-dimenzionalni disk. Retrakei r: X — A rozumime
spojité zobrazeni takové, ze r|, = id.

3. Méjme f: |K| — |L| spojité zobrazeni polyedri a s: V(K) — V(L) zobrazeni
mezi vrcholy simplicidlnich komplexii.

(a) Predpokladejme, Ze s je simplicidlni aproximace f. Dokazte, Ze s je nutné
simplicialni zobrazeni. [2]
(b) Dokazte, ze pokud je s simplicidlni aproximaci f, pak f a |s| spliuji
elementarni homotopickou podminku. [2]

Pripomenme, zZe s je simplicidlni aproximaci f, jestlize pro kazdy vrchol v €
V(K) plati f(st°(v)) C st°(s(v)). Déle pripomenme, ze dvé spojitd zobrazeni
fyg: | K| — |L| splnuji elementdrni homotopickou podminku, pokud pro kazdé
x € |K| existuje simplex v L, do néhoz patii f(z) i g(z).

4. Méjme f: K — L simplicidlni zobrazeni. Poradné dokazte, Ze fur0k+1 =
8k+1f#(k+1) (staéi nad Zg). [2]



5. Spoctéte vsechny homologické grupy (nad Z,) A-komplexu X, ktery vznikne
z n-dimenzionadlniho simplexu zidentifikovinim vsech stén stejné dimenze.
Presnéji feceno, ocislujeme-li vrcholy n-simplexu 0, ...,n, tak dva simplexy
o= (vg,...,v7) a1 =(vg,...,v}) dimenze k, kde vf < v7 a v] < v} kdyko-
liv ¢ < j, jsou zidentifikovany nasledovné: bod Z?:o a;vy (v barycentrickych
soutadnicich) lezici v o je zidentifikovan s bodem Zf:o vl v T. (5]

6. Interpretujte kohrani¢ni operator, kocykly a kohranice pro 1-dimenzionalni
simplicidlni komplexy (grafy). [2]

Informace o cviceni viz http://iuvuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1718.html



