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1. Dokažte, že množina otevřených koulí o průměrech 1
n
, n = 1, 2, . . . tvoří bázi

topologie metrického prostoru. [2]

2. Zvědavý student by se mohl ptát, proč definice spojitosti vyžaduje, aby vzory
(a ne obrazy) otevřených množin byly otevřené. Řekneme, že funkce f : X →
Y je otevřená pokud f(U) je otevřená množina pro každou otevřenou U .

(a) Najděte příklad funkce mezi podprostory R, která je spojitá, ale není
otevřená. [2]

(b) Najděte příklad funkce mezi podprostory R, která je otevřená, ale není
spojitá. [2]

3. Najděte příklad bijektivního spojitého zobrazení mezi vhodnými podprostory
R, které není homeomorfismus. [2]

4. Uvažujme jednotkový čtverec I2 := {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} s lexikogra-
fickým uspořádáním1, které označíme ≺. Označme 0 = (0, 0) a 1 = (1, 1). Jako
bázi topologie T na I2 použijeme intervaly2 tří typů: (x, y), [0, y) a (x,1], kde
0 ≺ x ≺ y ≺ 1.

(a) Rozhodněte, jestli je topologický prostor (I2, T ) souvislý a křivkově sou-
vislý. Můžete použít jako fakt, že každá podmnožina (I2,≺) má supre-
mum i infimum a dále že komponenta souvislosti je vždycky souvislá
uzavřená množina. [5]

(b) Rozhodněte, jestli je topologický prostor (I2, T ) separabilní a jestli má
spočetnou bázi otevřených množin. [4]

5. Dokažte, že podprostor separabilního metrického prostoru je vždy separabilní.
[4]

6. Uvažme (nekonečně dimenzionální Hilbertovský) prostor `2, který se skládá
ze všech nekonečných posloupností x = (x1, x2, . . . ) reálných čísel takových,
že ‖x‖ := (

∑∞
i=1 x

2
i )

1/2 je konečný. Považujme ho za topologický prostor s to-
pologií indukovanou metrikou d(x, y) = ‖x− y‖ . Ukažte, že jednotková koule
{x ∈ `2 : ‖x‖ ≤ 1} není kompaktní. [4]

1To je definované takto: (a, b) ≺ (u, v) ⇔ a < u ∨ (a = u ∧ b < v).
2Otevřeným intervalem rozumíme množinu všech prvků, které leží v daném uspořádání ostře

mezi krajními body daného intervalu. Analogicky definujeme polouzavřený a uzavřený interval.

Informace o cvičení viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1718.html


