Priklady z Matematiky -+

3. série — Reprezentace konecnych grup
napovéda 9.5.2017, odevzdat do 30.6.2017

Definice: S, znaéi grupu permutaci {1,...,n} se skladanim.

Definice: Skalarni souc¢in, pokud nenf feceno jinak, je (¢,v) = Ejec ¢(9)¥(g) pro

0,

1.

G — C.

Najdéte reprezentaci g: G — GL(V), pro kterou existuje invariantni podpro-
stor W C V takovy, ze W+ invariantni nenf. [1]

. Necht p: G — GL(C") je ireducibilni reprezentace. Necht R, je matice p(g)

vzhledem k bazi zvolené tak, Ze vSechny R, jsou unitarni pro g € G. Necht
1:.(9) znaci prvek R, na pozici ¢, j. Na r;; se divaime jako na funkci G — C
pro pevné 4, j. Dokazte, ze pak (r; ;, ;) = 1/n pro (i,j) = (k,1) a 0 jinak. [1]

(Maschkeho véta nad obecnym télesem charakteristiky 0.) Necht G je ko-
necnéd grupa, T téleso charakteristiky 0 a p: G — GL(V) reprezentace, kde
dim V' < oo. Ukazte, ze je-li U invariantni podprostor V', pak existuje invari-
antni podprostor W takovy, ze V =U & W. [2]
Hint: Definujte W jako jadro vhodné zpriumeérované projekce V — U.

Necht p: G — GL(C") je ireducibilni reprezentace koneéné grupy G s charak-
terem x. Necht C' je centrum G (tj. C :={s € G| (Vg € G)(sg = gs)}).

(a) Ukazte, ze pro kazdé s € C je ps = csl, pro néjaké ¢, € C. Z toho

odvodte, ze |x(s)| = n pro kazdé s € C. [1]

(b) Ukazte, ze n? < |G|/ |C]. [1]

(¢) Necht ps # I, pro kazdé s # 1. Ukazte, ze pak je C' cyklicka. [2]

Najdéte vSechny ireducibilni reprezentace cyklické grupy fadu n € N a jejich
charaktery. Ovérte, ze tak dostanete pravé ty charaktery, které znate z komu-

tativni Fourierovy analyzy, a dale ovérte, ze formule pro nekomutativni verzi
Fourierovy transformace je stejna jako v komutativni verzi. 1]

Necht p: S, — GL(C") je permutacni reprezentace S,. Definujeme W :=
{v e C"| > 7 v; = 0}. Dokazte, Ze restrikce p na W je ireducibilni reprezentace
Sy, pro kazdé n > 2. [2]

Dokazte, ze m(p) = (ﬁ(p)zz(p) pro reprezentaci p: G — GL(C"). [1]

Pro 7 € §,, definujeme A(7) = (A1,..., \x) jako vektor délek vsech cykla v 7
sefazenych do neklesajici posloupnosti.

(a) Dokazte, ze dvé permutace 7,0 € S,, jsou konjugované pravé tehdy, kdyz

A7) = (o). [1]
(b) Popiste Spechtiv modul S* a akci grupy S, na ném explicitné pro A\ =
(n), N=(1,...;,1)a XN =(n—1,1). [2]

Informace o cviceni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1617.html



