Priklady z Matematiky -+

2. série — Fourierova analyza
napovéda 25.4. 2017, odevzdat do 30.6.2017

Definice: Rekneme, 7e y € Zy, je kvadraticky zbytek v Z,, pokud existuje x € Z,
takové, Ze y = 2.

1. Ukazte, ze charaktery jsou vlastni vektory pro operéator konvoluce (s libovolnou
pevné danou funkci). Tj. pro zobrazeni f a charakter y plati f %y = A - x.
Cemu se rovna vlastni ¢fslo A pro charakter x? 1]

2. Bud G konecné abelovska grupa a H jeji podgrupa. Méjme zobrazeni f: G —
C a prvek a € G. Dokazte, ze

ﬁ S feta) =Y Tl

xeH yeHL
Piipometime, 7ze H = {a € G: x.(z) = 1,V € H}. [2]

3. Funkce f: {—1,1}" — {—1,1} je rostouct, pokud pro vsechna x,y € {—1,1}"
takovd, ze x; < y; pro kazdé i, f(z) < f(y). Predpokladejte, ze —1 < 1.

(a) Ukazte, ze pro libovolnou rostouci funkei f: {—1,1}" — {—1,1} plati

Inf;(f) = F({i}). (2]

(b) Ukazte, ze pro n liché funkce f(z) = sgn(}_, ;) maximalizuje celkovy vliv

mezi rostoucimi funkcemi n proménnych z {—1,1}" do {—1, 1}. Celkovym

vlivem rozumime Inf(f) = >""  Inf;(f). [2]

4. Pro p prvocislo a r € Z,, definujme Gau(r) := - ., e(rz?/p) (tzv. Gaussova
suma). Dokazte, ze

(a) Gau(rs?) = Gau(r) pro s € Z, \ {0}, [1]
(b) pokud —1 neni kvadraticky zbytek v Z,, tak Gau(—r) = — Gau(r), [2]
(c) Gau(1)? = £p pro p prvocislo rizné od 2. [2]

5. Necht f: R — C je 1-periodicka funkce se spojitou derivaci.

~

(a) S pouzitim vzorecku pro f(n) a integrace per partes dokazte:
f'(n) = 2min - f(n). [1]

(b) S pouzitim Fejérovy véty dokazte, ze pro dvé spojité 1-periodické funkce
g,h: R — C, pro které je g(n) = h(n) pro kazdé n € Z, plati g = h. [1]
(¢) Najdéte vSechny 1-periodické funkce g: R — C, které maji spojitou dru-

hou derivaci a splnuji

9" (@) +2¢'(x) + g(z) = f(x). [1]

Informace o cviceni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1617.html



