Priklady z Matematiky -+
2. série — Mira a integral
napovéda po 8.12.2015, odevzdat do 15.12.2015

1. Méjme méfitelny prostor (X, S, p) a méritelné funkce f, g : X — R. Dokazte,
ze pokud [ g < oo a |f| < g skoro vSude, potom [ f < oco. [2]

2. Rozhodnéte (a zdivodnéte):
(a) Existuje funkce f : [0,1] — R, jejiz Lebesguetv integral fol f existuje a je
kone¢ny, ale Newtonuv integral fol f neexistuje? [1]

(b) Existuje funkce f : [0,00) — R, jejiz Newtonuv integrél fooof existuje
a je konec¢ny, ale Lebesguetv integral fooo f neexistuje? 1]

3. Sestrojte posloupnost spojitych funkci f,, na [0, 1] takovou, ze 0 < f, < 1,
lim,, 0 fol falz)dz = 0, avsak posloupnost {f,(x)} nekonverguje pro zadné

x € [0,1]. [2*]
4. Ukazte, Ze nésledujici funkce f definovand na (0, 1) x (0, 1) neni integrovatelna
na [0, 1] x [0,1]:
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5. Necht f je omezena realna lebesgueovsky méfitelna funkce z R¥ do R. Dokazte,

ze existuji borelovské funkce g a h takové, ze g = h skoro viude a g(z) < f(z) <
h(z) pro kazdé r € R”. [2]

6. Pomoci néasledujicich bodti uréete objem jednotkové n-dimenzionalni koule B,,.

(a) Bud I, = [, elel/2 4z kde |jzf| = /S0, 22 je eukleidovskd norma.
Vyjadrete I, pomoci I;. [0.5]

(b) Vyjadrete I, pomoci V,, = Vol(B,,) a vhodného jednorozmérného inte-
gralu. Uvazujte prirtstek I, na mezisféri o vnitinim poloméru r a vnéjsim
poloméru r + dr. [1%]

(c) Vypoctéte V,, pomoci (b). [1%]
Hint: Nezapomente, zZe na definici faktoridlu n! = fooo x"e* dx pro kazdé
nezaporné n.

Informace o cviceni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1516.html



