Priklady z Matematiky -+
1. cviéeni — Mira a o-algebry
14.10. 2015

Definice: Mnozina je husta, pokud ma neprazdny prinik s kazdou neprazdnou
otevienou mnozinou. Mnozina je ridka, pokud je jeji doplnék husty.

Definice: Minimalni o-algebru obsahujici mnozinovy systém H, nazyvame o-algebrou
generovanou H. o-algebru generovanou otevienymi intervaly konecné délky (obec-
néji otevienymi koulemi) nazyvame borelovské mnoziny.

Definice: Bud (X, Sx, pux) a (Y, Sy, gy ) métitelné prostory. Funkce f: X — Y je
méFitelnd, pokud VS € Sy : f7(S) € Sx.

Definice: O realné funkci f : R — R fikame, Ze je métitelna, pokud je méritelna ve
smyslu predchozi definice s tim, Ze na defini¢cnim oboru mame Lebesgueovu miru,
ale na oboru hodnot jsou méritelné pouze borelovské mnoziny.

1. Uvedte priklad podmnoziny R, kterd je uzaviend i oteviena, a podmnoziny,
ktera neni ani jedno.
2. Uvedte priklad husté podmnoziny R.

3. Ukazte, ze kazda oteviena podmnozina redlnych ¢isel je sjednocenim spocetné
mnoha intervald. [*]

4. Ukazte, ze prunik libovolné mnoha o-algeber (definovanych nad stejnou nosnou
mnozinou) je o-algebra.

5. Necht (X, S, i) je méfitelny prostor, kde S je koneéna o-algebra. Charakteri-
zujte méritelné funkce typu X — R.

6. Pfimo z definice ukazte, ze Q mé miru 0. [*]
7. Zkonstruujte kompaktni fidkou mnozinu kladné Lebesgueovy miry. [*]

8. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici podmnoziny R borelovské: N, iracionalni
¢isla, uzavrené intervaly.

9. Ukazte, ze realnd funkce f je métitelnd pravé tehdy, kdyz Va € R je mnozina

Informace o cviceni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1516.html



