
8. cvičení z PSt

1.

(a) P (X ∈ [0, 1]) =

∫ 1

0
fX(t) dt.

(b) P (X > 0) =

∫ ∞

0
fX(t) dt.

(c) P (X < 0) =

∫ 0

−∞
fX(t) dt.

2. Nechť bod zlomu U ∼ U(0, 1). Delší část má délku

X = max(U, 1− U).

(a) Pro x ∈ [1/2, 1]:
FX(x) = P (X ≤ x) = P (1− x ≤ U ≤ x).

Odtud
FX(x) = x− (1− x) = 2x− 1, x ∈ [1/2, 1].

Pro x < 1/2 je FX(x) = 0, pro x ≥ 1 je FX(x) = 1.

Hustota:
fX(x) = 2, x ∈ (1/2, 1).

(b)

E(X) =

∫ 1

1/2
x · 2 dx = 2 · x

2

2

∣∣∣1
1/2

= 1− 1

4
=

3

4
.

3. Nechť Z je definovaná jako:

Z =

{
X, s pravd. p,
Y, s pravd. 1− p.

(a)

FZ(z) = P (Z ≤ z) = pP (X ≤ z) + (1− p)P (Y ≤ z) = pFX(z) + (1− p)FY (z).

(b) Zderivováním dostaneme

fZ(z) = pfX(z) + (1− p)fY (z).



4.

(a)

∫ ∞

1

1

t2
dt =

[
−1

t

]∞
1

= 1.

(b) E(X) =

∫ ∞

1

1

t
dt = ∞.

(c) F (x) =

{
0, x < 1,

1− 1
x , x ≥ 1.

(d) P (2 ≤ X ≤ 3) = F (3)− F (2) =
1

2
− 1

3
=

1

6
.

(e) Y =
1

X
.

FY (y) = P (Y ≤ y) = P

(
X ≥ 1

y

)
= 1− F

(
1

y

)
= y, y ∈ (0, 1).

(f) fY (y) = 1, y ∈ (0, 1).

5.
M = min(X1, . . . , Xn).

Pro t ≥ 0:

P (M > t) = P (X1 > t, . . . ,Xn > t) =
n∏

i=1

P (Xi > t) =
n∏

i=1

e−λit = e−(λ1+···+λn)t,

kde druhá rovnost je z nezávislosti. Tedy

FM (t) = 1− e−(λ1+···+λn)t,

což je exponenciální rozdělení s parametrem λ1 + · · ·+ λn.

6. Nechť Y = max(U1, . . . , Un), kde Ui ∼ U(0, 1).

(a)
FY (y) = P (U1 ≤ y, . . . , Un ≤ y) = yn, y ∈ [0, 1].

(b)
fY (y) = nyn−1, y ∈ (0, 1).

(c)

E(Y ) =

∫ 1

0
y · nyn−1dy = n

∫ 1

0
yndy =

n

n+ 1
.

7. (a) Konvoluce:

fX+Y (t) =

∫ 1

0
fX(s)fY (t− s) ds.

Výpočet integrálu:

1) t ∈ [0, 1]:

fS(t) =

∫ t

0
1 ds = [s]t0 = t− 0 = t.

2) t ∈ [1, 2]:

fS(t) =

∫ 1

t−1
1 ds = [s]1t−1 = 1− (t− 1) = 2− t.



9.

(a) fX(x) =

∫ ∞

0
e−x−ydy = e−x, x > 0.

fY (y) = e−y, y > 0.

(b) FX(x) = 1− e−x, x > 0.

FX,Y (x, y) =

∫ x

0

∫ y

0
e−s−tdtds = (1− e−x)(1− e−y).

(c) fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) ⇒ X,Y nezávislé.

(d) P (X + Y ≤ 1) =

∫ 1

0

∫ 1−x

0
e−x−ydydx =

∫ 1

0
e−x(1− e−(1−x))dx.

Úpravou: = 1− 2e−1.

P (X > Y ) =

∫ ∞

0

∫ x

0
e−x−ydydx =

1

2
.


