4. cvicCeni z PSt

1. Po hodu kostkou definujme nahodnou veli¢inu X jako ¢istou vyhru.

1 1 4
P(X:10):6, PX=17)=- P(X:—5)—6.
Podle definice stfedni hodnoty

1 1 4 10+7-20 1
EX)=10--4+T7- = D) == .
(X) 6+ 6+( ) 6 6 2

Stfedni hodnota vyhry je —%.

2. Oznatme X pocet vytazenych ponozek do okamziku, kdy méame dvé stejné barvy.
Po prvnim tahu méame jednu ponozku.
Po druhém tahu:

e s pravdépodobnosti % dostaneme stejnou barvu a konéime, tedy X = 2,
e s pravdépodobnosti % dostaneme druhou barvu a tfeti ponozka uz nutné vytvori shodu,
tedy X = 3.
Proto
1
P(X=2)=_, P(X—3)—§.
1 1 )
EX)=2-=43-=-=—.
(X) 2 + 2 2
3. (a) Oznafme X ¢istou vyhru v jednom kole pii sazce .
1 1 =z
EX)=(-z)- =+ 2z) - = = —.
(X) = (~a) - 5+ (20) -5 = 2

(b) Necht ptred kolem méme M korun a vsadime x < M. St¥edni hodnota penéz po kole je

M+E(X):M+§

Ta je rostouci v z, proto je optimalni volit x = M (vsadit vse).
Po jednom kole je stfedni hodnota %M . Po n kolech tedy

E(M,) = k @)n

(c) Pii strategii ,yzdy vsadim v8echno® skon¢ime s nenulovym obnosem pouze tehdy, kdyz
vyhrajeme vSech n kol.

1 n
P(vyhra vsech kol) = <2> .

Pravdépodobnost bankrotu je tedy



4. Hodime n-krat minci, P(P) = p.
(a) Proi=1,...,n — 1 definujme indikatory

Xi = ]-na pozicich i,i4+1 padlo PO-
Pak

n—1
X = ZX
=1

Linearitou stfedni hodnoty

n—1 n—1
E(X)=) E(X)=)» P(X;=1)
=1 =1

Proto

E(X) = (n—1)p1—p).

(b) X nemé4 binomické rozdéleni, protoze indikatory X; nejsou nezavislé (napt. vyskyt PO
na pozicich (i,i + 1) vylucéuje vyskyt PO na (i + 1,7 + 2)).

(c) Proi=1,...,n — 2 definujme

YE =14, pozicich i,i4+1,i4+2 padlo POP-

Pak
n—2
Y = Z Y;.
=1
n—2
E(Y)=) P(;=1).
=1
P(Y;=1) =p(1—p)p=p*(l—p)
Proto

E(Y)=(n—-2)p°(1-p).

5. Uvazujme néhodny graf G(n,p).
(a) Kazda z (g) hran vznikne nezévisle s pravdépodobnosti p. Pocet hran X ma tedy rozdéleni

(o)1)

Stredni hodnota je

(b) Pro kazdou trojici vrcholu A € (‘g) definujme indikator



T4 = Lgrojice A tvort trojihelnik-

Pak

T = Z 4.

A€(3)

Trojice tvori trojihelnik pravé tehdy, kdyz existuji v8echny tii hrany, coz méa pravdépodob-
nost p>. Proto

BT = Y Ely) = (g)p?’.

A€(3)
6. (a) Pro indikdtorovou ndhodnou velic¢inu 74 plati
E(Ip)=1-P(A)+0-(1—-P(A)) =P(A).

(b) Necht A=A; U---UA,.
Jev A nenastane pravé tehdy, kdyZz nenastane zadny z jevi A;, tedy I4, = 0 pro vSechna i.
Pak

n

1—IA:H(1—IA¢)-

i=1
(¢) Roznasobenim sou¢inu dostaneme
1-1I4=1 _ZIAi +ZIA1'IA]' — Z IAiIAjIAk +- (1) 4, - 14,
i i<j i<j<k

Pouzitim linearity stfedni hodnoty ziskAme princip inkluze a exkluze.



