9. cviceni z PSt — 13.-17.4.2026

e Markovova nerovnost: P(X > aE(X)) < 1 pro X > 0.
e Cebysevova nerovnost: P(|X — E(X)| > tox) < tiQ

e Necht Xj, ..., X, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stfedni hodnotou p a rozptylem o2. Definujeme
X, =(X1 4+ +X,)/n

— Silny zakon velkych &isel X, LN 7

— Slaby zakon velkych é&isel X, Ei w, neboli (Ve > 0) P(IX,, — u| >¢) — 0.
Ukazovali jsme si, ze dokonce P(|X,, — u| > ¢) <

0_2

.

— Centralni limitni véta: Ozna¢me Y,, = (X1 + -+ X,,) —nu)/(v/n - o). Pak Y, 4, N(0,1).
Neboli

lim Fy, (z) = ®(x) pro kazdé z € R.

n—oo

Nerovnosti

1. Cebysevova nerovnost byla na prednéasce v jiném znéni: P(|X — E(X)| > a) < var(X)/a?. Rozmyslete si,
ze znéni nahote je ekvivalentni.

2. Hazime kostkou, za 1 a 2 dostaneme bod. Oznaéme X pocet bodi, které dostaneme po n (nezéavislych)
hodech. Odhadnéte pravdépodobnost, ze X > n/2.

(a) Pomoci Markovovy nerovnosti.

(b) Pomoci Cebysevovy nerovnosti.

(¢) Pro konkrétni n, jak lze tuto hodnotu urcit presné?

3. Statistik chce odhadnout primeérnou vysku h (v metrech) lidi v néjaké populaci, pomoci n nezavislych
vzorkt X1, ..., X,, které vybirame uniformné ndhodné se vSech moznych lidi. Pro odhad pouzije vybérovy
pramér X,, = (X; +--- 4+ X,,)/n. Odhaduje, Ze smérodatna odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n ma volit, aby smérodatna odchylka X,, byla nejvyse 1 cm?

(b) Pro jaké n zajisti Cebyéevova nerovnost, ze X,, se lisi od h nejvyse o 5 cm s pravdépodobnosti
alespoit 99 %? (Neboli P(|X,, — h| <5) > 0.99.)

(c) Statistik si v8&imne, Ze v8ichni méfeni lidé maji vysku v intervalu (1.4,2.1). Jak ma upravit odhad
smeérodatné odchylky? Jak se zméni odpovédi na predchozi otazky?

Zakony velkych é&isel

4. Pocitani obsahu kruhu ndhodnym samplovanim. Vygenerujeme nahodny bod ve ¢tverci (obé souradnice
budou mit rozdéleni U(0,1)). Ozna¢ime X; indikator jevu ,i-ty bod lezi kruhu s polomérem 1 a stfedem v
pocatku“.

(a) Urcete E(X;), var(X;).
(b) Polozte X,, = (X1 + -+ + X,,)/n. Uréete E(X,,), var(X,,).
(¢) Rozmyslete si, co fiké slaby a silny zdkon velkych &isel o aproximaci m pomoci X,,7
(d) Pro jaké n &ekate, ze dostaneme vysledek spravné na jedno desetinné misto? Na dvé, tii, ... 7
(e) Jiny vypocet obsahu kruhu: Y; = /1 —UZ, kde U; ~ U(0,1). Uvédomte si, ze E(Y;) je obsah
¢tvrtkruhu, tedy /4. Jaké je var(Y;)? Jaké je var(Y,,)?

(f) Ktera metoda je pfesnéjsi?



Centralni limitni véta

5. Pripomeiime, Ze standardizaci n.v. X myslime stand(X) = (X — E(X))/ox.

(a) stand(X) ma stiedni hodnotu 0 a rozptyl 1

(b) Y,, v CLV je rovna stand(X,,) a také stand(X; + - -+ + X,,).
6. Mérime rychlost stahovani soubort z cloudového tlozisté. Kazdy ¢as stahovani jednoho souboru je ndhodna
veli¢ina s primérem g = 5 minut a standardn{ odchylkou o = 2 minuty. Pfedpokladejme, Ze ¢asy stahovani
jednotlivych soubori jsou na sobé nezavislé, stahovani probihéd jedno po druhém (tj. vzdy se stahuje jen
jeden soubor, hned po jeho dokonéeni zaineme stahovat dalsi).

(a) Pokud stahneme 50 souborii, jaka je pfiblizna pravdépodobnost, Ze celkova doba stahovani presdhne
270 minut?

(b) Jaka je pfiblizna pravdépodobnost, Ze pramérna doba stahovani na soubor je kratsi nez 4,5 minuty?

Pouzijte Centralni limitni vétu. NapiSte pfesnou formuli pomoci funkce ® a pouzijte tabulku na predchozi

strané pro odhad.
7. OznaCme S = Eiozo (120). Ozna¢me dale X = Zgﬂ X;, kde X; je 0 nebo 1, oboji s pravdépodobnosti
1/2 a veli¢iny Xy, ..., X, jsou nezavislé. Je tedy X ~ Bin(100,1/2).

(a) Vyjadiete S pomoci distribuéni funkce Fx.

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(c) Pripadné vy¢islete S vhodnym softwarem a srovnejte.

Kvantilova funkce

8. Kvantilovou funkci jsme definovali predpisem Qx (p) = F'y ! (p).
(a) Jaky je obor hodnot @Qx? Kdy dava definice smysl?
(b) Takova funkce ma (zjevné) tu vlastnost, ze Qx(p) =z < p= Fx(x).
(¢) Rozmyslete si, jak je rozumné definovat @ x pro diskrétni n.v. (a v ¢em je vlastné problém).

9. * Pokud je X libovolna n.v. a U ~ U(0,1), tak Qx(U) ma stejné rozdéleni jako X. [Navod: ukazte, e
Qx(U) i X maji stejnou distribuéni funkci.|
K procviceni

10. Vime, Ze primérny pocet bodu z pisemky byl 40 (ze 100). Odhadnéte odsud podil studentii s alespoii
80 body. Vylepsete odhad, pokud vite, ze smérodatna odchylka po¢tu bodu je 10.

11. Chceme odhadnout, zda nase mince (a zpisob jak s ni hazime) je spravedliva. Pokud ze sta hodi padne
orel vice nez 55-krat, fekneme, Ze spravedliva neni. Jaka je pravdépodobnost, Ze se zmylime?



