8. cviceni z PSt — 6.-10.4.2026

Prace s distribuéni funkci a hustotou obecné

1. Pro n.v. X s hustotou fy vyjadrete (a) P(X €[0,1)) (b) P(X > 0) (¢) P(X <0)

2. Metrovy klacek rozlomime na dva kusy — lomem v uniformné ndhodném bodé. Bud X délka delsi ¢asti.
(a) Jakeé je rozdéleni X?
(b) Urcete E(X).

3. Pro jisty problém méame k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spo¢iva v tom, Ze si ndhodné
vybereme, ktery z algoritma A, B spustime — A bude mit pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p.
Dobu béhu A, B, C chapeme jako ndhodné veli¢iny, oznacime je X, Y, Z.

(a) Urcete Fyz pomoci Fy, Fy.

(b) Pokud jsou X, Y spojité, uréete fz pomoci fx, fy.

4. * Bud X néhodna veli¢ina s hustotou fx(t) = 1/t?> prot > 1 a fx(t) = 0 jinak.
a) Ovéite, Ze se jedna o hustotu.

b) Urcete E(X).

¢) Spoctéte distribu¢ni funkci F.

d) Urcete P(2 < X < 3).

e) Bud Y = 1/X. Jaka je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y?

f) Urcete hustotu ndhodné veli¢iny Y.
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Distribuéni funkce a nezavislost

5. Necht X; ~ Exp();) pro i = 1,...,n jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. Ozna¢me M = min(Xy,...,X,).
Ukazte, ze M ~ Exp(A + -+ A\p)-

6. Bud Y maximum z n uniformné nadhodnych ¢isel z intervalu [0, 1].
(a) Najdéte distribu¢ni funkei Fy-.

b) Odsud urcete hustotu fy.

¢) Spoctéte E(Y).

d) Jak je to pro minimum té&ch &isel?

e) * A co pro k-té nejmensi ¢islo?
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Konvoluce

7. Budte X,Y,Z ~ U(0, 1) nezavislé nahodné veli¢iny.

(a) Jaké je rozdsleni X + Y? Urcete hustotu (dvéma zpisoby) — podle konvolu¢niho vzorce i ,podle
obrazku‘.

(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7 Pro jednoduchost urcete hustotni funkei jen na intervalu [0, 1].

(c) Jak vysledek ovéfit samplovanim?

8. Budte X,Y, Z ~ Exzp()\) nezavislé nahodné veliiny.
(a) Jakeé je rozdéleni X + Y7 (b) Jaké je rozdgleni X +Y + Z7?

SdruzZena hustota

9. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(z,y) = e *~¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete marginalni hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribuéni funkce Fy, Fy, Fx,y.
(¢) Jsou X, Y nezéavislé?
(d) Najdéte P(X +Y <1l)a P(X >Y).



Bonus

10. Pro n.n.v. X ~ U(0,2) a Y ~ U(0,1) zkoumame P(X < Y). Rete
(a) P¥imo z obrazku.
(b) Rozborem moznosti n.v. ¥ pomoci vzorce (analogie véty o celkové pravdépodobnosti)

1
P <Y)= [ fr)PX <Y Y =y,
0
(¢) Rozborem moznosti n.v. X pomoci vzorce

2
P(X<Y) :/0 fx(@)P(X <Y | X = x)dx.

11. (Buffonova jehla) Na nekone¢nou podlahu hodime nahodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejichz
okraje tvori rovnobézné piimky ve vzdalenosti d > ¢. Urcete pravdépodobnost, Ze jehla bude presahovat
okraj nékterého prkna.



