6. cviceni z PSt — 23.3.-27.3.2026

Nahodné vektory

o pxy(z,y)=PX=2&Y =vy)
e pxy(aly) =P(X =2|Y =y)

* px(2) =X ety Px,y (2,9)
1. Na kostce padne ¢&islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro¢ = 1,..., k. Hodime n-krat a oznacime X; pocet hodu,
kdy padlo ¢.  (a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkei pro n.v. Xy, ..., Xj. (Bylo na pFednéasce!)
(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?
(c) V téhle ¢asti je k = 3, n = 10, p1 = p2 = p3 = 1/3. Urcete px,|x, (4/4).
Kovariance a korelace

o cov(X,Y) ™ E((X —E(X))(Y —E(Y))) 'S E(XY) - E(X)E(Y)

e cov(X, X) = var(X)
e cov(X,Y) je linearni v obou slozkach, tj. napf. cov(X,a1Y1 + a2Y2) = a3 cov(X, Y1) + as cov(X, Y3)

2. Nezéavislé ndhodné veli¢iny X,Y maji stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1. Polozime Zy =Y, Z; = X +0.3Y a
Zy =0.4X +Y. Spo¢téte cov(X, Z;) a také korelaci p(X, Z;). Ktery obrazek odpovida kterému vzorci?
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Distribuéni funkce

Pripomeiite si, ze distribu¢ni funkce F'x je definovana vztahem
Fx(z) = P(X < x).
3. Pron.v. X s distribuéni funkci F'x vyjadiete (a) P(X € (0,1]) (b) P(X > 0) (c) * P(X <0)
(d) * P(X €[0,1])

4. Necht X spliuje P(X = z) = 0 pro kazdé z. Vyjadfete pomoci Fx distribu¢ni funkei nahodnych veli¢in
(a) —X. (b) X = max(0, X), (c) |X].



Exponencialni rozdélni

Rikame, ze X mé4 exponencialni rozdélent, X ~ Exp(X), pokud
Fx(z)=1—e " pro x > 0, jinak 0.

Na prednéasce si ukazeme, 7e E(X) =1/A\.

5. Stfedni doba zivota harddisku je 4 roky. Prepokladejme, Ze tato doba je popsdna nahodnou veli¢inou
s exponencialnim rozdélenim. (To neni realisticky pfedpoklad, viz napf. https://www.backblaze.com/blog/
how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze disk selze b&hem prvnich t¥i let?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vydrzi alespon 10 let?

(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % diskti?

6. Sledujeme no¢ni oblohu a vyhlizime meteory. Pro dnesni noc vime, ze pravdépodobnost spatieni meteoru
bé&hem ¢asového tseku dt je (pro mala dt) rovna c-dt, situace v disjunktnich ¢asovych intervalech povazujeme
za nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, ze béhem doby ¢ nic neuvidime? [Klidné predpokladejte, ze t/dt je
celé ¢islo. Taky zkuste napsat dt = 1/n a vzpomenout si na limity z analyzy.|

Bonus

7. Necht X ~ Bin(m,p), Y ~ Bin(n,p), veli¢iny jsou nezavislé. Napted si ujasnéte, Zze X + Y mé rozdéleni
Bin(m+mn, p) (kvili ,,pohédce* o vyznamu binomického rozdéleni). Pak to ovéfte pomoci konvolu¢niho vzorce
a seCteni sumy.

K procviceni

8. Necht Fx je dana pfedpisem Fx(z) = x/3 pro z € [0,3], Fx(z) =0 proz <0 a Fx(z) =1 pro z > 3.
Necht Y =1/X a Z = X?. Spoététe

(a) Pl <X <2 (b) P(X <Y) (c) P(X < 2) (d) hustotni funkei fx. (e) distri-
buéni funkce Fy a Fy.

9. Plutonium-238 mé polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencialniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme ¢as, za ktery se rozpadne, povaZovat za nezavislou ndhodnou veli¢inu
s rozdélenim Exp(\).

(a) Jaké je A?

(b) Jaka je stfedni doba Zivota atomu plutonia-238?

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atoma?

(d) Kolik procent atomi se rozpadne po 50 letech? (Nékteré kardiostimulatory pouZzivaji plutonium-238
jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

10. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné rozdélené se stiedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se do¢kdme za nejvyse jednu minutu?

(c) * Jaké je rozdsleni ¢asu, kdy uvidime druhy meteor? Tteti, ... (Predpokladame, Ze jednotlivé
meteory jsou navzajem nezévislé.)



