12. cviceni z PSt — 6.-12.5.2025

Bodové odhady

Zkouméme posloupnost n.n.v. se stejnym rozdélenim, napt. Geom(9), U(0,0), kde 0 je parametr.
Zapisujeme X1,..., X, ~ Fy, tzv. ndhodny vybér z Fy (model s parametrem).

Naméfime X; = z1, ..., chceme odhadnout 6.

0, .. .néjaka metoda jak odhadnout # pomoci naméfenych dat (hodnot X, ..., X,,), angl. estimator

m,(0) =E(X") pro X ~ Fp ... r-ty moment, idealni vlastnost rozdéleni

my(0) = 23" | X7 ... r-ty vybérovy moment, ndhodna veli¢ina, funkce naseho naméreného vzorku
(tj. statistika)

Odhad metodou momenti vyfesime rovnici mq(6) = m4(6) pro neznamou 6.

event. soustavu rovnic m,.(6) = m,.(6) pror = 1,2,... podle potieby.

LO;zq,...;2,)=P(X1 =21 &...& X, = x,) ... pravd. pozorovanych dat zavisla na parametru 6.
nebo L(...) = fx,.... x,(®1,...,2y) ...hustota pravdépodobnosti ...

0(0;21,...,2,) =log L(...) ...pro snazsi vypocty.

Odhad metodou maximalni vérohodnosti (Maximal Likelihood) hledame 6, pro které je ma-
ximalni L(6;x1,...,2,), resp. £(...). Obvykle pomoci derivaci funkce L, resp. £.

bias (vychyleni): E(én —0) ...0 skuteny parametr, 0,, nas odhad (ndhodné veli¢ina, protoZe zavisi
na naméfenych datech)

odhad je nevychyleny /nestranny/unbiased: bias = 0

odhad je asymptoticky nevychyleny: bias konverguje k 0, neboli E(én) — 0
odhad je konzistentni: 6, £ 0. pro viechna ¢ >0 P(|6, — 0] >¢) =0
MSE (mean square error, stfedni kvadraticka odchylka): E((6, — 6)2)

Véta: MSE = bias? + var(6,,).

Pro praktickou ukazku, viz pythonovy notebook na webu pfednasky https://iuuk.mff.cuni.
cz/"samal/vyuka/PSt1/.

1. Mame néhodny vybér Xi,..., X, ~ U(0,0).

(a) Navrhnéte bodovy odhad 8 momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad 6 metodou maximalni vérohodnosti.

(¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.

(d) Pro kazdy z nich spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE). (Staci experimentéalné na pocitaci.)
(e) Ktery odhad je lepsi? Napada vas n&jaky jesté lepsi?

2. Mame nahodny vybér X,..., X, ~ Geom(p).

(a) Navrhnéte bodovy odhad p momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad p metodou maximalni vérohodnosti.
(c) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.



3. Pro nahodny vybér Xi,...,X,, ~ Exp(1/0) Feste ¢asti (a)—(c) jako vyse.
(a) Navrhnéte bodovy odhad # momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad 6 metodou maximalni vérohodnosti.
(¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.

4. Mame nahodny vybér Xi,..., X,, ~ Exp()\). Zajima nas pravdépodobnost p, Ze X > 1 pro X ~ Exp(\).
(Pfipomeiime, Ze p = e~ 1))

(a) Navrhnéte bodovy odhad p (libovolnou metodou), piipadné n&kolik odhadu.

(b) Prozkoumejte jeho vlastnosti.

Intervalové odhady

5. Mame jedno méfeni X ~ N(u,1). (Tj. parametr 6 = pu.)
(a) Najdéte intervalovy odhad pro u se spolehlivosti 95 %. (Pro konkrétnost: naméfili jsme z = 2.9.)
(b) Misto jednoho méfeni jich provedeme n (pochopitelné nezévislych). Jaky bude ted intervalovy
odhad pro u? Pro konkrétnost: namérili jsme x1, ..., x9 = 1.82, 1.00, 2.50, 3.00, 0.50, 2.97, 1.76, 1.35, 3.41.
(¢) Necht X ma stale stfedni hodnotu p a rozptyl 1, ale neni uz nutné normalni. Co se zméni?

K procviceni

6. Necht X ~ Exp()) popisuje drahu, kterou uleti radioaktivni ¢astice, necht se rozpadne. Na§ pristroj jeji
rozpad (a polohu rozpadu, tj. hodnotu X) zachyti, ale jen pokud 1 < X < 2. Formalng, budeme zkoumat
nédhodny vybér Xi,..., X, ~ Fxpprojev B=1<X <2.

(a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.

(b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximalni vérohodnosti.

(¢) Pro kazdy z nich zjist&te, zda je nestranny a konzistentni.

7. Mame nahodny vybér X, ..., X, ~ Pois()\).
(a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.
(b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximalni vérohodnosti.
(c) Spoctéte stfedni kvadratickou odchylku (MSE).



