
KAG1 { Cvièení 12

Samoopravné kódy

Pøipomenutí: Oznaème Sn = {0, 1}n mno¾inu binárních stringù délky n. (Samo)opravný kód je podm-
no¾ina C ⊆ Sn. Prvky C se nazývají kódová slova. Hammingova vzdálenost dvou stringù x, y ∈ Sn je
poèet bitù, které musíme v x zmìnit, abychom dostali y. Znaèí se d(x, y). Minimální vzdálenost kódu
C je d = min{d(x, y) | x, y ∈ C, x ̸= y}. Kód opraví a¾ c chyb, pokud pro ka¾dý string y ∈ Sn existuje
nejvý¹e jedno kódové slovo x ∈ C, ¾e d(x, y) ≤ c.
Øekneme, ¾e C (nad binární abecedou) je (n, k, d)-kód, pokud C ⊆ Sn, |C| = 2k a má minimální
vzdálenost d. Nech» A(n, d) oznaèuje maximální velikost kódu C ⊆ Sn s minimální vzdáleností d.
Kombinatorickou kouli se støedem x ∈ Sn a polomìrem r ≥ N0 de�nujeme jako Bn(x, r) = {y ∈ Sn :
d(x, y) ≤ r}.
Hammingùv odhad: A(n, d) · |B(0, t)| ≤ 2n, kde t = ⌊d−1

2
⌋.

Kód C ⊆ Sn (nad binární abecedou) je lineární, pokud tvoøí vektorový podprostor Sn. Lineární (n, k, d)-
kód se té¾ oznaèuje jako [n, k, d]-kód. Matice, její¾ øádky tvoøí bázi lineárního kódu C, se nazývá
generující matice C. Matice, její¾ øádky tvoøí bázi ortogonálního doplòku C⊥ prostoru C, se nazývá
kontrolní matice C.
Vìta: Minimální vzdálenost C lze spoèítat jako min{d(0, y) | y ∈ C, y ̸= 0}.
Lineárnì-algebraický fakt: Nech» M ∈ Zk×n

2 je matice plného ranku, potom øádkový prostor M je
[n, k, d]-kód C pro nìjaké vhodné d. (A M je generující matice kódu C.)

Pøíklad 1. Doka¾te, ¾e Hammingova vzdálenost d(·, ·) : S2
n → N0 je metrika. Tedy ¾e splòuje

(a) ∀x ∈ Sn : d(x, x) = 0,
(b) ∀x, y ∈ Sn : d(x, y) = d(y, x) (Symetrie),
(c) ∀x, y, z ∈ Sn : d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (Trojúhelníková nerovnost).

Pøíklad 2. Doka¾te, ¾e kód s minimální vzdáleností C opraví a¾ ⌊d−1
2
⌋ chyb.

Pøíklad 3. Uva¾me n = 3 a kódy C1 = {000, 111}, C2 = {001, 010, 110}, C3 = {000, 011, 101, 110}.
Jaká je minimální vzdálenost kódù C1, C2, C3? Kolik chyb opraví?

Pøíklad 4. Spoèítejte objem koule Bn(x, r), 0 ≤ r ≤ n. To jest, spoèíteje |Bn(x, r)|.

Pøíklad 5. Hledáme kód C ⊆ S7 s d = 3 a co nejvíce stringy.

(a) Vzpomeòte si, jak vyrobit takový kód o 16 slovech, tj. (7, 4, 3)-kód. Hint: pou¾ijte Fanovu rovinu.

(b) Doka¾te, ¾e jakýkoliv kód C ⊆ S7 s d = 3 musí splòovat |C| ≤ 16.

Pøíklad 6. Uva¾me n = 3 a kódy C1 = {000, 111}, C2 = {001, 010, 110}, C3 = {000, 011, 101, 110}.
Rozhodnìte, které z tìchto kódù jsou lineární a najdìte jejich generující a kontrolní matice.

Pøíklad 7. Napi¹te kód, který odpovídá generující matici
(
0 1 1 0
1 1 0 1

)
a sestrojte jeho kontrolní matici.

Pøíklad 8. Nech» je G1 generující matice (n1, k, d1)-kódu a G2 generující matice (n2, k, d2)-kódu. Urèete
parametry kódu, jeho¾ generující matice má tvar

(a)
(
G1 G2

)
,

(b)

(
G1 0
0 G2

)
.

Pøíklad 9 (Pøedtermín 17.12.). (a) De�nujte (n, k, d)-kód (nad abecedou {0, 1}).
(b) Uveïte pøíklad (4, 2, 2)-kódu.
(c) Existuje (4, 2, 3)-kód?
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