KAG1 — Cvicéeni 12

Samoopravné kédy

Pripomenuti: Oznacme S,, = {0, 1}" mnozinu binarnich string délky n. (Samo)opravny kod je podm-
nozina C' C S,. Prvky C se nazyvaji kodova slova. Hammingova vzddlenost dvou stringi x,y € S, je
pocCet bitl, které musime v x zménit, abychom dostali y. Znaé¢i se d(x,y). Minimdlni vzdalenost kddu
Cje d=min{d(z,y) | x,y € C,x # y}. Kéd opravi aZ ¢ chyb, pokud pro kazdy string y € S,, existuje
nejvyse jedno kédové slovo z € C, 7e d(z,y) < c.

Rekneme, %e C' (nad binarni abecedou) je (n,k,d)-kéd, pokud C' C S, |C| = 2¥ a ma minimaln{
vzdéalenost d. Necht A(n,d) oznacuje maximalni velikost kédu C' C S, s minimalni vzdéalenosti d.
Kombinatorickou kouli se stfedem x € S,, a polomérem r > Ny definujeme jako B,(x,r) = {y € S, :
d(z,y) <r}.

Hammingtv odhad: A(n,d) - |B(0,t)] < 2", kde t = [5].

Kéd C C S, (nad bindrni abecedou) je linedrni, pokud tvoii vektorovy podprostor S,,. Linearni (n, k, d)-
kéd se téz oznacuje jako [n,k,d]-kéd. Matice, jejiz fadky tvoii bazi linedrniho kédu C, se nazyva
generujici matice C. Matice, jejiz fadky tvoii bazi ortogonalniho dopliikku C* prostoru C, se nazyva
kontrolni matice C.

Véta: Minimalni vzdélenost C' lze spocitat jako min{d(0,y) |y € C,y # 0}.

Linearné&-algebraicky fakt: Necht M € Z5*" je matice plného ranku, potom fadkovy prostor M je
[n, k,d]-kéd C' pro néjaké vhodné d. (A M je generujici matice kédu C'.)

Priklad 1. DokaZte, Ze Hammingova vzdalenost d(-,-) : S? — N je metrika. Tedy Ze spliiuje

(a) Ve € S, : d(z,z) =0,
(b) Vz,y € S, : d(z,y) = d(y,x) (Symetrie),
(¢) Va,y,z € S, : d(z,y) + d(y, z) > d(z, 2) (Trojihelnikova nerovnost).

Priklad 2. Dokazte, Ze kdd s minimalni vzdalenosti C' opravi az L%j chyb.

Piiklad 3. Uvazme n = 3 a kédy C; = {000,111}, Cy = {001,010, 110}, C3 = {000,011,101, 110}.
Jaka je minimalni vzdalenost kéda C', Cs, C57 Kolik chyb opravi?

Priklad 4. Spocitejte objem koule B, (x,r),0 < r < n. To jest, spociteje | B,(x,r)|.
Piiklad 5. Hleddme kéd C' C S; s d = 3 a co nejvice stringy.

(a) Vzpomeiite si, jak vyrobit takovy kéd o 16 slovech, tj. (7,4, 3)-kéd. Hint: pouZijte Fanovu rovinu.
(b) Dokazte, ze jakykoliv kéd C' C S; s d = 3 musi splhovat |C| < 16.

Priklad 6. Uvazme n = 3 a kédy C; = {000,111}, Cy = {001,010,110}, C3 = {000,011, 101, 110}.
Rozhodnéte, které z téchto koédl jsou linedrni a najdéte jejich generujici a kontrolni matice.

Piiklad 7. Napiste kod, ktery odpovida generujici matici (§139) a sestrojte jeho kontrolni matici.

Piiklad 8. Necht je Gy generujici matice (nq, k, d;)-kédu a G generujici matice (ng, k, d2)-kédu. Urcete
parametry kédu, jehoz generujici matice ma tvar

(a) (Gl G2)7
Gy 0
o (5 a)
Priklad 9 (Pfedtermin 17.12.). (a) Definujte (n, k, d)-kéd (nad abecedou {0, 1}).

(b) Uvedte piiklad (4, 2,2)-kédu.
(c) Existuje (4,2, 3)-kéd?
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