KAG1 — Cviceni 11

Dirichletiv princip
Ptripomenuti: Kdykoliv rozmistime n kuli¢ek do k krabic, bude v jedné krabici aspon [n/k] kulic¢ek.

Piiklad 1 (Narozeniny). Jak velkd musi byt skupina lidi, aby v ni zarucené existovali 3 lidé, ktefi slavi
narozeniny ve stejném meésici?

Piiklad 2 (Hracky). Ema uklidila svych 20 hracek do 7 krabic. Dokazte, Ze v nékterych dvou krabicich
je stejny pocet hracek.
Piiklad 3 (Tabulka). Policka nekone¢né tabulky obarvujeme 3 barvami. Dokazte, ze

(a) V libovolném radku existuje deset policek, kterd maji v8echna stejnou barvu.
(b) Existuji dva fadky a dva sloupce takové, Ze 4 poli¢ka v jejich prise¢icich maji stejnou barvu.
(¢) Existuje 10 fadkd a 10 sloupcti takovych, ze 100 poli¢ek v jejich priseéicich ma stejnou barvu.

Piiklad 4 (Rostouci sled). Je dan graf s n vrcholy a m hranami. Kazda hrana m4 jinou vdhu. Dokazte,
ze existuje tah skrz [2m/n] hran, ve kterém vahy postupné rostou.

Ramseyovy véty

Pripomenuti: Barvime hrany tuplného grafu Ky pomoci k barev a hledame jednobarevné kliky.

Pro ny,...,n; € N definujme Ramseyovo ¢islo Ry(ny, ..., ng) jako nejmensi N € N takové, Ze pro
kazdé obarveni hran tplného grafu K pomoci k barev existuje barva i € [k] takova, ze dané obarveni
obsahuje K, jako podgraf se vSemi hranami obarvenymi i-tou barvou.

Véta (Ramseyova). Pro kaZdé ny,...,n; € N je ¢islo Ry(nq, ..., ny) konecéné.

7 prednésky vime R»(3,3) = 6 a obecnd 272 < Ry(k, k) < (377) < 4~

Priklad 5. Dokazte, ze kazdé k, ¢ € N existuje N € N takové, ze kazda posloupnost N ¢isel obsahuje
neklesajici podposloupnost délky k£ nebo nerostouci podposloupnost délky /.

Piiklad 6 (Ramsey?). Pro N € N ozna¢me Ky tplny graf na vrcholech V= {1,2,..., N}. Ktera z
nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Pro kazdé dostateéné velké N € N plati, Ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech.

(b) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny podgraf K19 na 20 vrcholech.

(c) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech, ktery obsahuje vrchol ¢islo 1.

(d) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny tplny podgraf na 10 vrcholech, jehoZ kazdy vrchol je mocnina dvojky.

(e) Prokazdé dostateéné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky a smycky dvéma barvami,
tak bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech (i se smyckami).

Piiklad 7 (IMO 1964, P4). Dokazte, ze Ry(3,3,3) < 17.

Priklad 8 (IMO shortlist 1987). Dokazte, ze ¢isla {1,2,...,1987} lze obarvit ¢tyimi barvami tak, 7ze
kazda aritmetickd posloupnost délky 10 bude obsahovat ¢leny vice nez jedné barvy.

Priklad 9 (Bipartitni Ramsey). Dokazte, ze pro kazdé ny,...,n; € N existuje N € N takové, ze pro
kazdé obarveni hran tplného bipartitniho grafu Ky y pomoci k barev existuje barva i € [k] takova, Ze
dané obarveni obsahuje K, ,, jako podgraf se vSemi hranami obarvenymi i-tou barvou.
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