
KAG1 { Cvièení 11

Dirichletùv princip

Pøipomenutí: Kdykoliv rozmístíme n kulièek do k krabic, bude v jedné krabici aspoò ⌈n/k⌉ kulièek.

Pøíklad 1 (Narozeniny). Jak velká musí být skupina lidí, aby v ní zaruèenì existovali 3 lidé, kteøí slaví
narozeniny ve stejném mìsíci?

Pøíklad 2 (Hraèky). Ema uklidila svých 20 hraèek do 7 krabic. Doka¾te, ¾e v nìkterých dvou krabicích
je stejný poèet hraèek.

Pøíklad 3 (Tabulka). Políèka nekoneèné tabulky obarvujeme 3 barvami. Doka¾te, ¾e

(a) V libovolném øádku existuje deset políèek, která mají v¹echna stejnou barvu.

(b) Existují dva øádky a dva sloupce takové, ¾e 4 políèka v jejich prùseèících mají stejnou barvu.

(c) Existuje 10 øádkù a 10 sloupcù takových, ¾e 100 políèek v jejich prùseèících má stejnou barvu.

Pøíklad 4 (Rostoucí sled). Je dán graf s n vrcholy a m hranami. Ka¾dá hrana má jinou váhu. Doka¾te,
¾e existuje tah skrz ⌈2m/n⌉ hran, ve kterém váhy postupnì rostou.

Ramseyovy vìty

Pøipomenutí: Barvíme hrany úplného grafu KN pomocí k barev a hledáme jednobarevné kliky.
Pro n1, . . . , nk ∈ N de�nujme Ramseyovo èíslo R2(n1, . . . , nk) jako nejmen¹í N ∈ N takové, ¾e pro

ka¾dé obarvení hran úplného grafu KN pomocí k barev existuje barva i ∈ [k] taková, ¾e dané obarvení
obsahuje Kni

jako podgraf se v¹emi hranami obarvenými i-tou barvou.

Vìta (Ramseyova). Pro ka¾dé n1, . . . , nk ∈ N je èíslo R2(n1, . . . , nk) koneèné.

Z pøedná¹ky víme R2(3, 3) = 6 a obecnì 2k/2 ≤ R2(k, k) ≤
(
2k−2
k−1

)
< 4k.

Pøíklad 5. Doka¾te, ¾e ka¾dé k, ℓ ∈ N existuje N ∈ N takové, ¾e ka¾dá posloupnost N èísel obsahuje
neklesající podposloupnost délky k nebo nerostoucí podposloupnost délky ℓ.

Pøíklad 6 (Ramsey?). Pro N ∈ N oznaème KN úplný graf na vrcholech V = {1, 2, . . . , N}. Která z
následujících tvrzení jsou pravdivá?

(a) Pro ka¾dé dostateènì velké N ∈ N platí, ¾e kdykoliv obarvíme hrany KN dvìma barvami, tak
bude existovat jednobarevný úplný podgraf na 10 vrcholech.

(b) Pro ka¾dé dostateènì velké N ∈ N platí, ¾e kdykoliv obarvíme hrany KN dvìma barvami, tak
bude existovat jednobarevný podgraf K10,10 na 20 vrcholech.

(c) Pro ka¾dé dostateènì velké N ∈ N platí, ¾e kdykoliv obarvíme hrany KN dvìma barvami, tak
bude existovat jednobarevný úplný podgraf na 10 vrcholech, který obsahuje vrchol èíslo 1.

(d) Pro ka¾dé dostateènì velké N ∈ N platí, ¾e kdykoliv obarvíme hrany KN dvìma barvami, tak
bude existovat jednobarevný úplný podgraf na 10 vrcholech, jeho¾ ka¾dý vrchol je mocnina dvojky.

(e) Pro ka¾dé dostateènì velkéN ∈ N platí, ¾e kdykoliv obarvíme hranyKN a smyèky dvìma barvami,
tak bude existovat jednobarevný úplný podgraf na 10 vrcholech (i se smyèkami).

Pøíklad 7 (IMO 1964, P4). Doka¾te, ¾e R2(3, 3, 3) ≤ 17.

Pøíklad 8 (IMO shortlist 1987). Doka¾te, ¾e èísla {1, 2, . . . , 1987} lze obarvit ètyømi barvami tak, ¾e
ka¾dá aritmetická posloupnost délky 10 bude obsahovat èleny více ne¾ jedné barvy.

Pøíklad 9 (Bipartitní Ramsey). Doka¾te, ¾e pro ka¾dé n1, . . . , nk ∈ N existuje N ∈ N takové, ¾e pro
ka¾dé obarvení hran úplného bipartitního grafu KN,N pomocí k barev existuje barva i ∈ [k] taková, ¾e
dané obarvení obsahuje Kni,ni

jako podgraf se v¹emi hranami obarvenými i-tou barvou.
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