
KAG1 { Cvièení 10

Poèítání dvìma zpùsoby

Pøíklad 1. Celý obrázek budeme pova¾ovat za rovinné nakreslení grafu G′ = (V ′, E ′) se stìnami F ′.
Z Eulerovy formule máme

|E ′| = |V ′|+ |F ′| − 2,

tedy
E + 4 = n+ 4 + T + 1− 2.

Dvìma zpùsoby spoèítáme indicence mezi hranami E ′ a stìnami F ′. Dostáváme:

2|E ′| = 3T + 4,

tedy
2(E + 4) = 3T + 4.

Zbýbá dopoèítat vzniklou soustavu dvou rovnic s neznámými E a T .

Pøíklad 2. Souèty pøes sloupce jsou 10 · S. Souèty pøes øádky jsou nìco mezi 45 a 55 v závislosti na tom,
která z hodnot 0, 1 . . . , 10 se mezi souèty øádkù nevyskytuje. Z tìchto mo¾ností je ale jen jediná dìlitelná
10. Dostáváme tedy S = 5.

Pøíklad 3. Spoèítáme incidence mezi slu¾bami (trojice) a dvojicemi úèastníkù. Ka¾dá z D =
(
15
2

)
dvojic

se vyskytne v právì jedné slu¾bì a ka¾dá slu¾ba obsahuje právì 3 dvojice. Oznaèíme-li jako S poèet slu¾eb
(tj. poèet dní tábora), dostáváme

3S = D,

tedy S = 35.

Pøíklad 4. Spoèítáme þtøe¹nickyÿ v grafu. Tøe¹nièka je graf s vrcholy v, x, y a hranami vx, vy. Pro ka¾dou
volbu v máme

(
5
2

)
zpùsobù jak jej doplnit na tøe¹nièku (z regularity). Pokud by cyklus C4 v grafu nebyl,

lze ka¾dou dvojici rùzných vrcholù x, y doplnit na tøe¹nièku nejvý¹e jedním zpùsobem (jinak bychom mìli
C4). Platilo by tedy

20

(
5

2

)
= # tøe¹nièek ≤

(
20

2

)
.

To je ov¹em spor, nebo» 200 > 190.

Pøíklad 5. Ekvivalentnì: chceme ukázat, ¾e G nemá most. Pro spor pøedpokládejme, ¾e hrana e je most
v G. Po odebrání e se G rozpadne na dvì disjunktní komponenty G1 a G2. Spoèítáme stupnì v G1. Platí

2|E(G1)| =
∑

v∈V (G1)

degG1
(v) = 4(|V (G1)| − 1) + 3,

kde první nerovnost poèítá stupnì pøes hrany G1, zatímco druhá je poèítá pøímo (v¹imnìme si, ¾e právì
jeden vrchol G1 sousedil s mostem, a má tedy stupeò 3). To je ov¹em spor, nebo» levá strana je sudá,
zatímco pravá je lichá.

Alternativnì: G je souvislý a má v¹echny stupnì sudé, obsahuje tedy (uzavøený) Eulerovský tah T . Pro
pøipomenutí: to je tah (sled bez opakování hran), který prochází v¹echny hrany právì jednou a zaèíná ve
stejném vrcholu, ve kterém zaèal. Jistì tedy po odebrání libovolné hrany e zùstane graf souvislý, nebo» se
mezi ka¾dými dvìma vrcholy lze dostat po T \ e.


