KAG1 — Cviceni 10

Pocitani dvéma zptisoby
Pripomenuti: Pokud dvéma zplsoby pocitdme to samé, musi vyjit v obou ptipadech to samé.

Piiklad 1 (Triangulace). Ve ¢Etverci je n bodi v obecné poloze. Spojujeme body tseckami, dokud
¢tverec nerozkrajime na trojihelniky. Pak pocet trojuhelniku je vidy T = 2n+ 2 a pocet tsecek je vzdy
E=3n+1.

Piiklad 2 (Soué¢ty). Tabulka 10 x 10 je vyplnéna jednickami a nulami tak, Ze soucty v kazdych dvou
radcich jsou riizné a soucty ve véech sloupcich jsou stejné. Cemu jsou rovné soucty ve sloupcich?

Piiklad 3 (Steinertv tabor). Na tabote je 15 déti. Kazdy den maji tfi déti sluzbu v kuchyni. Plati, ze
kazda dvojice déti mé pravé jednou spolecnou sluzbu. Kolik dni trva tabor?

Pi#iklad 4 (Ctyicyklus). Dokazte, 7e 5-regularni graf na 20 vrcholech obsahuje étyicyklus Cy.
Piiklad 5 (Nigdy Most!). Je dan souvisly 4-regularni graf G. Dokazte, ze k.(G) > 2.

Piiklad 6 (Pisemka). Dvacet studentli psalo pisemku, kterd méla ¢tyfi alohy. Pro kazdou dvojici
studentt bychom v pisemce nasli tlohu, kterou oba vyftesili spravné. Dokazte, zZe nékterou z uloh
spravné vytesila vice nez polovina studentii.

Piiklad 7 (Pravothelniky). Do kazdého policka tabulky nxn napiSeme, kolik pravothelnikt (obdélniki
a Ctvercl) v tabulce ho obsahuje (napiiklad do rohového polika tabulky 3 x 3 takto napiSeme 9).
Dokazte, ze soucet vsech n? &sel v tabulce je druhd mocnina celého &isla.

Piiklad 8 (Oslava). Na oslavé zna kazdy (véetné Adama) 3 kluky a 4 holky (“znani se” je vzédjemné).
Kolik nejméné tam mize byt lidi?

Pi#iklad 9 (Turnaj). V Sachovém turnaji n hra¢t hral kazdy s kazdym (jednou, bez remiz). Pro hrace
1=1,2,...,n oznacime w; a l; pocet jeho vitézstvi a proher.

(a) Dokazte, ze Z?:l w; = Z?zl li.
(b) Dokairte, 7e 31 w? = Y, 12

=1""
Piiklad 10 (Erdés-Ko-Rado). At n > 2r jsou pfirozend ¢isla. Z mnoziny [n] = {1,2,...,n} vybirdme
r-prvkové podmnoziny tak, aby mély kazdé dvé z nich neprazdny prinik. Dokazte, Ze jich mtizeme

vybrat nejvyse (’::11) .

Kostry

Ptipomenuti: Kostra (spanning tree) v grafu G = (V, F) je strom T = (V, E’) splhujici £’ C E. Graf
mé kostru, kdyzz je souvisly. Pro graf G oznacme t(G) pocet jeho koster.

Vé&ta (Cayley). Pro kazdé n > 2 plati t(K,) = n"2.
Piiklad 11 (Kostry). Spoctéte pocet koster nasledujicich grafti:

(a) C,, tedy cyklus na n vrcholech.

(b) Cp, @ Cy, tedy dva cykly slepené spole¢nou hranou e,

(¢) K, — e, tedy graf K,, bez jedné hrany e.

(d) K, +e, tedy graf K, s jednou hranou e podrozdélenou extra vrcholem.
)

(e) (Bonus) K,p, tedy tplny bipartitni graf.
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