
KAG1 { Cvièení 8

Hranová a vrcholová souvislost

Pøipomenutí: A» G = (V,E) je graf s n ≥ 2 vrcholy. Hranový øez v G je mno¾ina hran F ⊆ E taková, ¾e graf
(V,E \ F ) je nesouvislý. Hranová souvislost ke(G) grafu G je velikost nejmen¹ího hranového øezu v G.

Podobnì vrcholový øez v G je mno¾ina vrcholù A ⊆ V taková, ¾e graf (V \ A,E ∩
(
V \A
2

)
) je nesouvislý.

Vrcholovou souvislost kv(G) grafu G de�nujeme jako n− 1, je-li G úplný graf Kn, a jako velikost nejmen¹ího
vrcholového øezu v G jinak.
Øekneme, ¾e graf G je hranovì t-souvislý pro t ∈ N0, pokud platí ke(G) ≥ t a vrcholovì t-souvislý, pokud platí
kv(G) ≥ t.

Lemma (Vztah vrcholové a hranové souvislosti). Pro ka¾dý graf G platí kv(G) ≤ ke(G).

Lemma (O u¹ích). Graf s n ≥ 3 vrcholy je vrcholovì 2-souvislý, kdy¾ jde dostat z cyklu lepením u¹í.

Vìta (Mengerovy vìty). Pro ka¾dý graf G na n ≥ 2 vrcholech a pøirozené t ∈ N platí

(a) ke(G) ≥ t, kdy¾ mezi ka¾dými dvìma rùznými vrcholy existuje aspoò t hranovì disjunktních cest.

(b) kv(G) ≥ t, kdy¾ mezi ka¾dými dvìma rùznými vrcholy existuje aspoò t vrcholovì disjunktních cest.

Pøíklad 1. Urèete hranovou a vrcholovou souvislost následujících ¹esti souvislých grafù.

Pøíklad 2. Pro ka¾dé k ≥ 1 najdìte graf, který má vrcholovou souvislost 1 a hranovou souvislost k.

Pøíklad 3. Najdìte pøíklad grafu G a vrcholu v takového, ¾e odebráním v z G:

(a) klesne hranová souvislost G o 10.
(b) vzroste hranová souvislost G o 10.
(c) vzroste vrcholová souvislost G o 10.
(d) Bonus: O kolik nejvíce mù¾e klesnout vrcholová souvislost odebráním jednoho vrcholu?

Pøíklad 4. Graf G je vrcholovì k-souvislý právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dý jeho vrchol v a mno¾inu A ⊆
(V (G)−{v}

k

)
existuje k cest mezi v a vrcholy mno¾iny A, které jsou vrcholovì disjunktní a¾ na vrchol v.

Pøíklad 5. Doka¾te, ¾e ka¾dý vrcholovì k-souvislý graf na aspoò 2k vrcholech obsahuje cyklus délky aspoò 2k.

Pøíklad 6. Øekneme, ¾e orientovaný graf je silnì souvislý, pokud se z ka¾dého vrcholu jde dostat do ka¾dého
jiného po orientované cestì.

(a) Doka¾te, ¾e pokud je G vrcholovì 2-souvislý, tak má orientaci hran, která dá silnì souvislý graf.
(b) Doka¾te, ¾e opaèná implikace neplatí.

Pøíklad 7. Buï G kriticky 2-souvislý graf, to znamená, ¾e je vrcholovì 2-souvislý, ale ¾ádný z grafù G− e pro
libovolné e ∈ E(G) není vrcholovì 2-souvislý.

(a) Doka¾te, ¾e alespoò jeden vrchol G má stupeò 2.
(b) Pro ka¾dé n ≥ 2 uveïte pøíklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupnì alespoò n.

Pøíklad 8. Nech» G je libovolný graf na 2n vrcholech, jeho¾ ka¾dý vrchol má stupeò alespoò n. Doka¾te, ¾e
G je hranovì n-souvislý.
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