KAG1 — Cviceni 8

Hranova a vrcholova souvislost

Pfipomenuti: At G = (V, E) je graf s n > 2 vrcholy. Hranovy fez v G je mnozina hran F C E takova, ze graf

(V,E\ F) je nesouvisly. Hranovd souvislost ke(G) grafu G je velikost nejmensiho hranového fezu v G.
Podobné vrcholovy fez v G je mnozina vrcholit A C V takovd, ze graf (V \ A, E N (VQA)) je nesouvisly.

Vrcholovou souvislost k,(G) grafu G definujeme jako n — 1, je-li G uplny graf K, a jako velikost nejmensiho

vrcholového fezu v G jinak.

Rekneme, ze graf G je hranové t-souvislyj pro t € Ny, pokud plati k.(G) > t a vrcholové t-souvisly, pokud plati

ky(G) > t.

Lemma (Vztah vrcholové a hranové souvislosti). Pro kazdy graf G plati k,(G) < k.(G).
Lemma (O usich). Graf s n > 3 vrcholy je vrcholové 2-souvisly, kdyz jde dostat z cyklu lepenim usi.

Véta (Mengerovy véty). Pro kazdy graf G na n > 2 vrcholech a prirozené t € N plati

(a) ke(G) > t, kdyz mezi kaZdymi dvéma rizngmi vrcholy existuje aspori t hranové disjunktnich cest.
(b) ky(G) > t, kdyz mezi kazdymi dvéma riznymi vrcholy existuje aspori t vrcholové disjunkinich cest.

Priklad 1. Urcete hranovou a vrcholovou souvislost nasledujicich Sesti souvislych grafi.

S DL T A DN

Priklad 2. Pro kazdé k > 1 najdéte graf, ktery ma vrcholovou souvislost 1 a hranovou souvislost k.

»

Piiklad 3. Najdéte priklad grafu G a vrcholu v takového, ze odebranim v z G:

(a) klesne hranova souvislost G o 10.

(b)

(c)
)

(d) Bonus: O kolik nejvice muze klesnout vrcholova souvislost odebranim jednoho vrcholu?

vzroste hranova souvislost G o 10.
vzroste vrcholova souvislost G o 10.

Priklad 4. Graf G je vrcholové k-souvisly pravé tehdy, kdy% pro kazdy jeho vrchol v a mnozinu A C (V@)=
existuje k cest mezi v a vrcholy mnoziny A, které jsou vrcholové disjunktni az na vrchol v.

Priklad 5. Dokazte, ze kazdy vrcholové k-souvisly graf na aspon 2k vrcholech obsahuje cyklus délky aspon 2k.

Piiklad 6. Rekneme, Ze orientovany graf je silné souvislyj, pokud se z kazdého vrcholu jde dostat do kazdého
jiného po orientované cesté.

(a) Dokazte, ze pokud je G vrcholové 2-souvisly, tak m4 orientaci hran, ktera d4 silné souvisly graf.

(b) Dokazte, ze opa¢nd implikace neplati.
Priklad 7. Bud G kriticky 2-souvisly graf, to znamend, Ze je vrcholové 2-souvisly, ale Zadny z grafi G — e pro
libovolné e € E(G) neni vrcholové 2-souvisly.

(a) Dokazte, ze alespoii jeden vrchol G mé stupen 2.
(b) Pro kazdé n > 2 uvedte priklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespon n.

Piiklad 8. Necht G je libovolny graf na 2n vrcholech, jehoZ kazdy vrchol méa stupen alespon n. Dokazte, ze
G je hranové n-souvisly.
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