
KAG1 { Cvièení 7

Hallova vìta

Pøíklad 1. Mno¾inový systém ⇔ Incidenèní graf

Pøíklad 2. (a) Pro mno¾iny ({a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}) (v tomto poøadí) lze volit reprezen-
tanty a, b, c, d.

(b) Máme 10 mno¾in a jen 5 mo¾ných reprezentantù. Tedy Hallova podmínka není splnìna pro J = I.

(c) Vezmìme nìjakých 6 podmno¾in {a, b, c, d, e} z pøechozí èásti.

Pøíklad 3. Chceme najít 8 vì¾í, z nich¾ ¾ádné dvì nesdílí øádek ani sloupec. Ty pak permutaci snadno
umístíme na diagonalu.

Sestavíme bipartitní graf s partitami reprezentujícími øádky a sloupce. Mezi øádek R a sloupec S dáme
hranu, pokud poli urèeném øádkem R a sloupcem S le¾í vì¾. Výsledný graf je 3-regulární a tedy obsahuje
perfektní párování (viz pøedná¹ka / pøedchozí cvièení). Hrany tohoto párování pøednì odpovídají hledaným
vì¾ím.

Pøíklad 4. Postupujeme podobnì jako v pøedchozím, hledáme perfektní párování mezi hromádkami a
druhy karet, které urèí ze které hromádky vzít který druh. Pøíslu¹nost jednotlivých karet (hrany grafy) k
druhùm a hromádkám je zde vhodné reprezentovat jako multigraf. Hallovu podmínku ovìøíme poèítáním
hran mezi mno¾inou vrcholù a sousedstvím (roz¹íøení vìty z pøená¹ky na regulární multigrafy).

Pøíklad 5. Modi�kujeme G, aby v nìm Hallova podmínka platila. Do partity B pøidáme vrchol x sousedící
s ka¾dým vrcholem v A. V tomto grafu najdeme párování nasycující partitu A. Jeho restrikce na pùvodní
graf G (odebrání pøípadné hrany vedoucí do x) je hledané párování velikosti alespoò |A| − 1.

Pøíklad 6. Mìjme disjuktní partity A = {1, 2, 3, . . . }∪ {ω}, B = {1, 2, 3, . . . }. Hrany polo¾íme v¾dy mezi
èísla n a n (tj. graf bez vrcholu ω je párování) a dále mezi ω a ka¾dý vrchol B.


