
11. cvičeńı z Diskrétńı matematiky (19. 12. 2024) Tomáš Hons

Definice 1. Rovinný graf je který, který lze nakreslit do roviny bez kř́ıžeńı hran.

Definice 2. Necht’ G = (V,E) je rovinný graf s daným rovinným nakresleńım s množinou stěn F . Jeho duálńı
(multi)graf definujeme jako (F,E∗), kde za každou hranu e ∈ E odděluj́ıćı stěny f, f ′ ∈ F máme hranu e∗ mezi
f, f ′.

Pozn: Duálńı graf záviśı na nakresleńı G.

Věta 1 (Kuratowského věta). Graf G je rovinný, právě když neobsahuje děleńı K5 ani K3,3.

Věta 2 (Eulerova věta). Necht’ G = (V,E) je souvislý rovinný graf. Pro každé jeho nakresleńı se stěnami F
plat́ı

|E| = |V |+ |F | − 2.

Důsledek 1. Necht’ G = (V,E) je rovinný graf, |V | ≥ 3, potom plat́ı

|E| ≤ 3|V | − 6.

To implikuje, že každý rovinný graf obsahuje vrchol stupně nejvýše 5 a je tedy 6-obarvitelný.

Definice 3. Zobrazeńı b : V → {1, . . . , k} nazveme obarveńım grafu G = (V,E), pokud pro každou hranu
{u, v} ∈ E plat́ı b(u) ̸= b(v).

Definice 4. Graf G je k-obarvitelný, pokud má obarveńı pomoćı k barev.
Barevnost χ(G) grafu G je minimálńı k ∈ N takové, že G lze obarvit k barvami.

Věta 3. Graf je obarvitelný dvěma barvami, právě když neobsahuje lichou kružnici.

Úloha 1. Rohodněte, jestli je graf na obrázku rovinný či nikoli.

Úloha 2. Dokažte, že Petersen̊uv graf neńı rovinný.

Úloha 3. Najděte charakterizaci souvislých rovinných graf̊u takových, že duálńı graf jejich libovolného ro-
vinného nakresleńı neobsahuje žádnou smyčku.

Úloha 4. Dokažte, že rovinný graf bez trojúhelńık̊u lze obarvit čtyřmi barvami.

Úloha 5. Ukažte, že má-li rovinný graf sudé stupně, pak je jeho duál obarvitelný dvěma barvami.
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