8. cviceni z Diskrétni matematiky (21. 11. 2024) Tom&s Hons

Uloha 1. Dokaite nasledujici identitu

(") - ()

(3
kombinatorickou tvahou.

Regeni. Vyraz uvniti sumy na levé strané pocita nésledujici: méame dvé disjunktni skupiny n osob, feknéme
A a B, a uvazime vSechny moznosti, jak lze z prvni z nich vybrat ¢ osob a z druhé vybrat n — i osob. Kdyz
seCteme tyto moznosti pres vsechny mozné hodnoty ¢, tak pfesné pocitame pocet zpusobu jak z A U B vybrat
n osob. To plati, jelikoz pro kazdy vybér plati, ze ¢dst osob bude z A, zbytek z B a kazdou takovou kombinaci
zapocitame praveé jednou.

To je ovSem to stejné jako kdybychom dali skupiny A a B dohromady a z této skupiny 2n osob jich rovnou
vybrali n. Pocet téchto zpusobu presné vyjadiuje kombinaéni ¢islo na pravé strané.

Jelikoz obé strany pocitaji stejné véci, musi si byt rovny. O

Uloha 2. Sézkové spolecnost vyrobila 10000 stiracich losu. Pravé jeden z nich vyhrava 100000 korun, pét
vyhrava 50000 korun a dalsich 100 vyhrava 1000 korun. Pokud jeden los stoji 100 korun, vyplati se vam los
koupit? Jaka je stfedni hodnota zisku, pokud si koupime jeden los?

Reseni. Oznaéme X vyhru pii koupi kuponu, ¢isty zisk oznaéme Z = X —100. Rozdéleni X je nésledujici: 100 000
s pravdépodobnosti 1/10000, 50000 s pst 5/10000, 1000 s pst 100/10000 a 0 se zbyvajici pravdépodobnosti.

Tedy
~ 100000 + 5 - 50000 +100-1000 450000

= =45.
10000 10000 g

E[X]

Tedy stiedni hodnota zisku je
E[Z] = E[X — 100] = E[X] — 100 = —55

a neni vyhodné los koupit. O

Uloha 3. Spoditejte stredni pocet pevnych bodi ndhodné permutace [n]. (Permutaci si muzeme predstavovat
jako bijekei [n] — [n]. Kazd4 z téchto n! bijekel mé stejnou pravdépodobnost.)

Reseni. Oznaéme X pocet pevnych bodi ndhodné permutace. Jako Aj oznacme jev ,na j-té pozici je pevny
bod*, tj. jev ,m(j) = j“. Potom mame

tedy

kde prvni rovnost je linearita stiedni hodnoty a rovnost plyne z toho, ze E[I4;] je z definice 1- P(A;) +0- (1 —
P(4;)) = P(4;).
Nahlédneme, ze P(A;) = 1/n pro viechna j a dostdvame, ze
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