8. cviceni z Diskrétni matematiky (21. 11. 2024) Tom&s Hons

Uloha 1. Dokaite nasledujici identitu

(") - ()

?

kombinatorickou uvahou.

Definice 1. Koneény pravdépodobnostni prostor je dvojice (2, P), kde €2 je koneénd mnozina a P : 2% — [0, 1]
je funkce takova, ze

(i) P() =1,

(ii) P(A) =X ea PUw}).
Prvkiam mnoziny Q2 tikdme elementdrni jevy, prvkum mnoziny X fikdme jevy a funkci P fikdme pravdépodobnost.
Definice 2. Klasicky pravdépodobnostnf prostor (2, P) je takovy pravdépodobnostni prostor, kde plat{

1

Ywe: P{w}) = .
€2

Definice 3 (Podminénd pravdépodobnost). Pravdépodobnost jevu A za podminky B, P(B) > 0 definujeme

P(ANB)

PAIB) = =55

Véta 1 (Véta o uplné pravdépodobnosti). Méjme mnoziny By, Ba, ..., B, po dvou disjunktni, pro které plati
Ui, Bi = Q (jde o tzv. disjunktni rozklad ) a navic Vi : P[B;] > 0. Potom pro A € ¥ plat{
P[A] = P[A|B:1|P[B1] + P[A|By|P[Bs] + - - - + P[A| By ] P[By]

Véta 2 (Bayesova véta). Necht A € ¥ a mnoziny By, ..., B, tvoif disjunktn{ rozklad Q a Vi : P[B;] > 0.
Potom plati

_ P[A|B,)P[B]]
P[B;|A] = >, P[A|B;]P[B;]

Definice 4. Ndhodna veli¢ina na kone¢ném pravdépodobnostnim prostoru je libovolna funkce X : Q — R.

Definice 5. Necht X : Q — R je ndhodn4 veli¢ina na koneéném pravdépodobnostnim prostoru. Stiedni hodnotu
X definujeme jako

E[X] =Y PH{w}X(w).

weN

Véta 3 (Linearita stiedni hodnoty). Nechf jsou X,Y nahodné veliciny, o € R, plati:
ElaX] =aE[X], E[X + Y] =E[X]+ E[Y].

Definice 6. Indikator jevu A je ndhodnd velic¢ina I4 : 2 — {0,1}, dand piedpisem

IA(w) =

1 prow€A,
0 prow ¢ A.

Plati E[I4] = P[A].

Uloha 2. Hézime tfemi Sestisténnymi kostkami.

a) Kolik je v nasem pravdépodobnostnim prostoru elementarnich jeva? Jak bychom je reprezentovali?
b) Jakd je pravdépodobnost, ze ndm padl soucet 167

c¢) Jaké je pravdépodobnost, ze na kostkdch méme:

1) alespon jednu Sestku

2) prave dvé Sestky
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3) na vsech to samé ¢islo

4) na kazdych dvou ruzng ¢isla

d) Jsou jevy ,Na prvni kostce padlo alespon j* a ,Na prvni kostce padlo sudé ¢islo* nezavislé pro j = 47 Co
pro j = 57

e) Jakd je podminénd pravdépodobnost, ze ndm padla alespon jedna Sestka jestlize soucet hozenych ¢isel je 87

f) Pfedpoklddejme, Ze hdzime n kostkami. Jakd musi byt hodnota parametru n, aby byl jev ,Alespon na 3
kostkach padne alespon 4* pravdépodobnost presné %?

Uloha 3. Piedpokladejme, Ze nezndmou nemoci je trpi 10% populace. Test odhalif nakazenou osobu s pravdépodobnost{
97% a naopak u zdravého ji vyloudi s pravdépodobnosti 90%. Kdyz otestujeme nidhodnou osobu, jakd je
pravdépodobnost, ze vysledek bude spravny, pokud

a) vysledek vysel pozitivni,
b) vysledek vysel negativni.

Uloha 4. Sézkové spolecnost vyrobila 10000 stiracich losu. Pravé jeden z nich vyhrdva 100000 korun, pét
vyhrava 50000 korun a dalsich 100 vyhrava 1000 korun. Pokud jeden los stoji 100 korun, vyplati se vam los
koupit? Jakd je stfedni hodnota zisku, pokud si koupime jeden los?

Uloha 5. Méjme ndhodnou posloupnost z {0,1}". Séri{ nazveme maximélni souvisly tsek stejnych hodnot —
tedy napiiklad posloupnost 1,0,0,0,1,1,0 obsahuje 4 série. Jaka je stfedni hodnota poctu sérii?
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