
13. cvičeńı z Diskrétńı matematiky (11. 1. 2023) Tomáš Hons

Ćılem tohoto cvičeńı je dokázat Brouwerovu větu o pevném bodě pro jednotkový kruh.
Nejprve dokážeme pomocné tvrzeńı o barveńı trojúhelńıku. Necht’ T je libovolná trinagulace trojúhelńıku s

rohy a, b, c, tj. všechny vnitřńı stěny jsou trojúhelńıky. Obarveńı ϕ : V (T ) → [3] grafu T nazveme Spernerovské,
pokud splňuje následuj́ıćı:

(i) ϕ(a) = 1, ϕ(b) = 2, ϕ(c) = 3,

(ii) na hraně ab trojúhelńıku T jsou použity pouze barvy 1 a 2, na hraně ac jen barvy 1 a 3 a na hraně bc jen
barvy 2 a 3,

(iii) vnitřńı vrcholy jsou obarveny libovolně.

Věta (Spernerovo lemma). Necht’ T je Spernerovsky obarvená triangulace troúhelńıku. Potom má T vnitřńı
stěnu, tj. malý trojúhelńık v T , jej́ıž vrcholy maj́ı r̊uznou barvu.

D̊ukaz. Necht’ G je podgraf duálńıho grafu T ∗ (včetně vněǰśı stěny), kdy zachováme pouze ty duálńı hrany
kř́ıž́ıćı hrany T , jejichž konce maj́ı právě barvy 1 a 2. Vrcholy G odpov́ıdaj́ıćı vnitřńı stěně T nazveme vnitřńı
vrcholy.

Úloha 1. Jaké stupně maj́ı vnitřńı vrcholy G?

Úloha 2. Které vnitřńı vrcholy G odpov́ıdaj́ı hledaným stěnám, jejichž vrcholy maj́ı r̊uzné barvy?

Úloha 3. Dokažte, že alespoň jeden takový vrchol v G existuje. Co lze ř́ıci o stupni vněǰśıho vrcholu?

Nyńı můžeme dokázat Brouwerovu větu pro jednotkový kruh B2.

Věta (Brouwerova věta pro jednotkový kruh). Libovolná spojitá funkce f : B2 → B2 má pevný bod. Tedy
existuje bod x ∈ B2 takový, že f(x) = x.

D̊ukaz. Aby se nám d̊ukaz dobře zapisoval, budeme předpokládat, že f je ve skutečnosti funkce na následuj́ıćım
trojúhelńıku T0 vnořeném v 3-rozměrném Eukleidovském prostoru

T0 = {(x1, x2, x3) | x1 + x2 + x3 = 1, ∀i ∈ [3] : xi ≥ 0}.

Toto zjedodušeńı si můžeme dovolit, nebot’ množiny S2 a T0 jsou homeomorfńı, tj. existuje bijekce h : S2 → T0,
která je spojitá na obě strany. Pro spor předpokládejme, že f : T0 → T0 nemá žádný pevný bod.

Uvažme posloupnost stále jemněǰśıch triangulaćı trojúhelńıku T0, kterou označ́ıme T1, T2, . . . . Každá Tj+1

je triangulaćı Tj , přičemž nav́ıc požadujeme, aby délka hran v Tj konvergovala k 0 pro j → ∞.
Dále zadefinujeme obarveńı triangulace Tj . Vrcholu x ∈ V (Tj) přǐrad́ıme barvu ϕ(x) pro kterou plat́ı(

f(x)
)
ϕ(x)

< xϕ(x). Taková barva existuje, protože
∑

i xi =
∑

i

(
f(x)

)
i
= 1 a protože předpokládáme, že

nemáme pevný bod. Pokud lze zvolit v́ıce souřadnic jako ϕ(x), volme tu nejmenš́ı.

Úloha 4. Ověřte, že obarveńı ϕ triangulace Tj je Spernerovské.

Podle Spernerova lemmatu existuje stěna s vrcholy x(j,1), x(j,2), x(j,3) s barvami 1, 2 a 3, tj. pro každé i ∈ [3]

máme
(
f(x(j,i))

)
i
< x

(j,i)
i . Takové vrcholy existuj́ı pro každé j, uvažme tedy posloupnost vrchol̊u {x(j,1) :

j ∈ N}. Jde o posloupnost vrchol̊u v kompaktńı (uzavřené a omezené) množině T0, má tedy konvergentńı
posloupnostnost. Pro jednoduchost značeńı předpokládejme, že sama posloupnost {x(j,1)} je konvergentńı a má
tedy nějakou limitu x∗ = limj→∞ x(j,1).

Úloha 5. Dokažte, je bod x∗ je zároveň limitńım bodem posloupnost́ı {x(j,2)} a {x(j,3)}. Využijte, že délky hran
podrozděleńı Tj konverguj́ı k 0.

Úloha 6. Ukažte, že potom pro každé i ∈ [3] plat́ı
(
f(x∗)

)
i
≤ x∗

i .

Úloha 7. Zformulujte závěrečný spor s předpokladem, že f nemá pevný bod.
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