12. cviceni z Diskrétni matematiky (6. 1. 2023) Tom&s Hons

Definice 1. Diskrétni pravdépodobnostni prostor je dvojice (€2, P), kde Q je kone¢nd mnozina nebo spocetnd
mnozina a P : 2% — [0, 1] je takova, ze

(i) P() =1,
(i) P(A) =3 ea PR

Prvkiim mnoziny Q tikdme elementdrni jevy, prvkum mnoziny ¥ iikdme jevy a funkci P #ikdme pravdépodobnost.

Definice 2. Klasicky pravdépodobnostni prostor (€2, P) je takovy pravdépodobnostni prostor, kde Q2 je kone¢nd
a plati
1
YweN: P{w}) = .
1€
Definice 3 (Podminénd pravdépodobnost). Pravdépodobnost jevu A za podminky B, P(B) > 0 definujeme
P[AN B]

PAIB) = =5

Véta 1 (Véta o tplné pravdépodobnosti). Méjme mnoziny By, Bs, ..., B, po dvou disjunktni, pro které plati
Ui, Bi = Q (jde o tzv. disjunkini rozklad Q) a navic Vi : P[B;] > 0. Potom pro A € ¥ plat{
P[A] = P[A|B1|P[B1] + P[A|Bs|P[Bs] + - - + P[A|B,| P[B,]

Véta 2 (Bayesova véta). Necht A € ¥ a mnoziny By, ..., B, tvoif disjunktni rozklad Q a Vi : P[B;] > 0.
Potom plati

_ P[A|B;|P[B)]
P[B;|A] = >, P[A[B;]P[Bj]

Definice 4. Jevy A, B jsou nezdvislé, pokud plati P[A N B] = P[A]P[B]. Pokud P[B] > 0 muzeme také psét
P[A|B] = P[4] dle definice podminéné pravdépodobnosti.

Definice 5. Ndhodn4d veli¢ina na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru je libovolna funkce X : Q — R.

Definice 6. Nechf X : Q — R je ndhodnd veli¢cina na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru. Stfedn{
hodnotu X definujeme jako

E[X] =) P{w}X(w).

weN

Véta 3 (Linearita stfedni hodnoty). Necht jsou X,Y nahodné veliciny, o € R, plati:
ElaX] = aE[X], E[X +Y] = E[X] +E[Y].

Definice 7. Indikétor jevu A je ndhodnd velic¢ina I4 :  — {0, 1}, dand predpisem

a(w) = 1 proweA,
4 0 prow¢ A.

Plat{ E[I4] = P[A].

Uloha 1. Piedpokladejme, ze nezndmou nemoci je trpi 10% populace. Test odhalf nakazenou osobu s pravdépodobnost{
97% a naopak u zdravého ji vylouéi s pravdépodobnosti 90%. Kdyz otestujeme ndhodnou osobu, jakd je
pravdépodobnost, ze vysledek bude spravny, pokud

a) vysledek vysel pozitivni,
b) vysledek vysel negativni.

Uloha 2. Sézkové spolecnost vyrobila 10000 stiracich losu. Pravé jeden z nich vyhrdva 100000 korun, pét
vyhrava 50000 korun a dalsich 100 vyhrava 1000 korun. Pokud jeden los stoji 100 korun, vyplati se vam los
koupit? Jaka je stfedni hodnota zisku, pokud si koupime jeden los?

Uloha 3. Spocitejte ocekdvany pocet orla, které padnou pii hodu ¢étyfmi mincemi,
a) z definice,
b) pomoci indikatoru.

Uloha 4. Spocitejte stiedni pocet pevnych bodi ndhodné permutace.

Uloha 5. Méjme ndhodnou posloupnost z 0, 1". Sérii nazveme maximalni souvisly usek stejnych hodnot — tedy
napiiklad posloupnost 1,0,0,0,1, 1,0 obsahuje 4 série. Jaka je stfedni hodnota poctu sérii?
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