6. Pisemka z Matematickych dovednosti (4.1.2011) + Reseni

. Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel. 2]
Reseni: Pro spor predpoklddejme, ze prvocisel je jen k, a oznacme si je py, pa, ... pr. Uvazujme
Cislot=p1 -po----- pr + 1. Pro kazdé i je zbytek po déleni ¢isla ¢ prvocislem p; vzdy 1, a tedy
t neni délitelné zadnym prvocislem. Cislo ¢ je prvocislo ruzné od vsech p;, coz je spor s tim, ze
P1,...,PE jsou vSechna prvocisla. O

. Dokazte, ze pokud zy je sudé, pak alespon jedno z x, y je sudé. 2]

Reseni - ditkkaz obménou implikace: Chceme dokézat, ze pokud z i y jsou lich4 &isla, pak
xy je liché. Mame tedy x = 2k + 1 a y = 2l + 1 pro néjaka celd ¢isla k,[. Po roznasobeni
xy =22kl + k+1) + 1, tedy xy je liché. O

. Vypiste vechny prvky nésledujici mnoziny a svoji odpovéd zdiivodnéte.
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U {leN: 95<1<j}

k=2 1<j<100

7 je délitelné k
2]

Reseni: 95,96, 97,98, 99, 100
Jednd se o prvky napiiklad mnoziny {l € N: 95 <[ < j} pro k =2 a j = 100. Pro toto k a j
plati k|7 a tyto prvky tedy budou ve vysledné mnoziné.

Z4dné dalsi ¢islo ve vysledné mnoziné nebude, protoze sjednocujeme mnoziny piirozenych ésel
mezi 95 a j, kde 7 < 100.

. Najdéte protiptiklad na nésledujici nepravdivé tvrzeni a odhalte, kde je v jeho dukaze chyba. [2]

Tvrzeni. Pro kazdé n > 0 plati, Ze kaZdd mnoZina M, kterd obsahuje 2™ prirozenych c¢isel, mezi
nimiz se vyskytuje ¢islo 2, md neprdzdnou podmnoZinu se souctem prvki délitelngm 2" +1.

Dukaz indukei:
Pro n = 0 je jedinou mnozinou spliujici predpoklady mnozina {2}, kterd tvrzeni splauje.

Pro n > 1 rozdélime M na dvé poloviny. V kazdé poloviné z indukéniho predpokladu najdeme
podmnozinu se souc¢tem délitelnym 2". Pokud soucet prvka jedné z téchto dvou podmnozin je
délitelny 2"+!, pak tato podmnozina dokazuje tvrzeni pro M. V opaéném pifpadé je soucet
kazdé z téchto dvou podmnozin lichy nasobek 2" a potom je sjednoceni téchto dvou podmnozin
podmnozina M, jejiz soucet je sudy nasobek 27, tedy é&islo délitelné 27+,

Reseni: Indukéni piedpoklad lze aplikovat pouze na mnoziny obsahujici &slo 2, coz jedna ze
dvou mnozin, na které jsme M rozdélili, spliiovat rozhodné nebude. Protipiikladem je napf.
n=1aM = {1,2} — soucty neprazdnych podmnozin M jsou 1, 2 a 3, tedy zaddny nasobek
22 =4,



