8) Matematicka indukce. Dokazovaci strategie.

e Na tvrzeni typu: ”Pro kazdé pfirozené n > ng dokazte ...”

Nejdiiv dokdzeme pro ng (1. indukéni krok) a potom to, ze pro kazdé n > ngy plyne z
platnosti tvrzeni pro n — 1 platnost i pro n (2. indukéni krok).

Pokud je dokazované tvrzeni néjakd rovnost a postupujete dpravami od tvrzeni pro n k
tvrzeni pro n — 1, nezapomeiite, ze muzete délat jen ekvivalentni tpravy.

Indukénd predpoklad (IP) = tvrzeni pro n — 1

Ve 2. indukénim kroku se nékdy platnost tvrzeni pro n dokazuje z platnosti pro jiné : < n
nez i = n — 1 - viz piiklad 8. (Nékdy je dokonce potieba vyuzit vice ruznych i < n.) Pak
je potifeba 1. indukéni krok udélat pro nékolik malych n.

e Obecnéji se indukei dokazuji tvrzeni i pro jiné objekty nez pfirozend ¢isla. Napi. pro mnoziny,
grafy, permutace, .... Viz priklady 9- 11. Postup je pak takovyto:

Objekty si vhodné uspoidaddame (napt. grafy podle poctu vrcholi, nebo hran).
V 1. kroku dokazeme pro malé objekty.

Ve 2. kroku chceme dokédzat pro kazdy objekt velikosti n. Napt. z daného grafu G na n
vrcholech vhodné odebereme 1 vrchol, dostaneme mensi graf, pro ktery dokazované tvrzeni
plati, a ukazeme, Ze tvrzeni bude platit i po ptridani predtim odebraného vrcholu, a tedy
plati pro graf G.

POZOR na nésledujici postup: ”Tvrzeni plati pro kazdy objekt velikosti n — 1 a po jeho
zvétSeni na velikost n bude platit stale, tedy tvrzeni plati i pro objekty velikosti n.” Potom
je nutné zdivodnit, ze tim zvétSovanim vyrobime vSechny objekty velikosti n.

Postup uvedeny u piedchoziho bodu svadi napi. k (nevhodnému) uziti indukce k dukazu
tvrzeni: Pokud ma graf G n—1 hran a n vrcholu (n > 2) a kazdy vrchol méa alesporni jednoho
a nejvyse dva sousedy, pak je pocet vrcholu s pravé jednim sousedem roven 2.

Dokazte pomoci matematické indukce:

1. Pro kazdé ptirozené n > 1:
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2. Pro kazdé prirozené n > 1:
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3. Pro kazdé prirozené n > 2:
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4. Pro kazdé ptirozené n > 2:
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5. Pro kazdé n > 0 plati 6/4n3 + 2n (tj. 4n> + 2n je délitelné 6).
6. Pro kazdé n > 1 plati 24|2 - 7" + 3 - 5™ — 5. (Indukeci bude mozné potieba pouzit dvakrat)



7. Pro vSechna cela ¢isla n > r > 1:
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Postupujte indukci podle n pfi pevném r; v 1. indukénim kroku je nutné uvazovat vSechny

pfipady sn=r.

8. Dokazte, ze libovolnou ¢astku penéz vétsi nez 4 K¢ vyjadienou v celych korunéch lze sestavit
jen uzitim dvoukorun a pétikorun.

9. Kazda mnozina velikosti n mé prévé 2™ riuznych podmnozin.

10. Kazd4 mnozina M C N velikosti 2! m4 podmnozinu takovou, Ze soucet jejich prvkii je délitelny
2",

11. Pokud mé graf G n vrcholu a k hran (n > 2) a kazdy vrchol méa alespon jednoho a nejvyse dva
sousedy, pak je pocet vrcholu s pravé jednim sousedem roven 2(n — k).

Pocitani dvéma zpusoby

Priklad 11 lze Fesit tak, Ze si dvéma zpusoby vyjadiime soucet stupiu vrcholu (jednou jako 2k a jednou
jako x + 2(n — x), kde z je pocet vrcholu stupneé 1).

Rozbor pripadu
1. Pfirozené ¢islo n je délitelné péti pravé tehdy, kdyz n* — 1 neni délitelné péti.
2. Z kazdych 5 bodu v roving, z nichz zddné 3 nelezi na ptimce lze vybrat 4 v konvexni poloze.
3. Pro kazdou dvojici redlnych ¢isel a, b plati |a + b| < |a| + [b].
Holubnikovy princip

"Méame kn + 1 holubt v n holubnicich. Pak v nékterém holubniku musi byt & + 1 holubua.”

1. Z kazdych n ¢isel lze vybrat podmnozinu se souctem délitelnym n.

2. 7 libovolnych 6 lidi 1ze vybrat 3, ktefi se navzajem znaji, nebo 3, ktefi se navzdjem neznaji.
Predpokladdme, ze relace ”znat se” je symetricka.

3. Kolik lze maximdalné rozmistit stfelci na Sachovnici n x n tak, aby se zadni dva navzajem
neohrozovali?

Hledani protiprikladu
e Pokud je v zadani ”Rozhodnéte, zda plati”, muze stacit najit protipiiklad.

e ZkousSet konstruovat protipiiklad se vyplati i pokud zadané tvrzeni plati. Pomuze to se ziskanim
vhledu do problému. (zkuste si to napt. u tlohy 2 z holubnikového principu)

Rozhodnéte, zda plati:
1. Pro kazdé ptirozené n > 2 je 2™ — 1 prvocislo.
Invariant

Déldame akce, které sice studovany objekt méni, ale néjaka jeho vlastnost (tzv. invariant) zustavéa
zachovana.

1. Na tabuli jsou napséna ¢isla 1,2,...,2n (n je liché pfirozené). Muzeme smazat libovolnd dvé
¢isla a, b a misto nich napsat |a — b|. Toto opakujeme dokud nezbyde jen jedno. Dokazte, ze
posledni zbylé ¢islo je liché.

2. Ve vrcholech Sestithelniku jsou napsana ¢isla 1,0,1,0,0,0. V jednom kroku smime zvysit o jedna
dvé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim tohoto kroku ziskat Sest stejnych ¢isel?



