
7) Matematická indukce.

• Na tvrzeńı typu: ”Pro každé přirozené n ≥ n0 dokažte . . . ”

– Nejdř́ıv dokážeme pro n0 (1. indukčńı krok) a potom to, že pro každé n > n0 plyne z
platnosti tvrzeńı pro n − 1 platnost i pro n (2. indukčńı krok).

– Pokud je dokazované tvrzeńı nějaká rovnost a postupujete úpravami od tvrzeńı pro n k
tvrzeńı pro n − 1, nezapomeňte, že můžete dělat jen ekvivalentńı úpravy.

– Indukčńı předpoklad (IP) = tvrzeńı pro n − 1

– Ve 2. indukčńım kroku se někdy platnost tvrzeńı pro n dokazuje z platnosti pro jiné i < n

než i = n − 1 - viz př́ıklad 8. (Někdy je dokonce poťreba využ́ıt v́ıce r̊uzných i < n.) Pak
je poťreba 1. indukčńı krok udělat pro několik malých n.

• Obecněji se indukćı dokazuj́ı tvrzeńı i pro jiné objekty než přirozená č́ısla. Např. pro množiny,
grafy, permutace, . . . . Viz př́ıklady 9- 11. Postup je pak takovýto:

– Objekty si vhodně uspořádáme (např. grafy podle počtu vrchol̊u, nebo hran).

– V 1. kroku dokážeme pro malé objekty.

– Ve 2. kroku chceme dokázat pro každý objekt velikosti n. Např. z daného grafu G na n

vrcholech vhodně odebereme 1 vrchol, dostaneme menš́ı graf, pro který dokazované tvrzeńı
plat́ı, a ukážeme, že tvrzeńı bude platit i po přidáńı předt́ım odebraného vrcholu, a tedy
plat́ı pro graf G.

– POZOR na následuj́ıćı postup: ”Tvrzeńı plat́ı pro každý objekt velikosti n − 1 a po jeho
zvěťseńı na velikost n bude platit stále, tedy tvrzeńı plat́ı i pro objekty velikosti n.” Potom
je nutné zd̊uvodnit, že t́ım zvěťsováńım vyrob́ıme všechny objekty velikosti n.

– Postup uvedený u předchoźıho bodu svád́ı např. k (nevhodnému) užit́ı indukce k d̊ukazu
tvrzeńı: Pokud má graf G n−1 hran a n vrchol̊u (n ≥ 2) a každý vrchol má alespoň jednoho
a nejvýše dva sousedy, pak je počet vrchol̊u s právě jedńım sousedem roven 2.

Dokažte pomoćı matematické indukce:

1. Pro každé přirozené n ≥ 1:
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5. Pro každé n ≥ 0 plat́ı 6|4n3 + 2n (tj. 4n3 + 2n je dělitelné 6).

6. Pro každé n ≥ 1 plat́ı 24|2 · 7n + 3 · 5n − 5. (Indukci bude možná poťreba použ́ıt dvakrát)
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7. Pro všechna celá č́ısla n ≥ r ≥ 1:
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Postupujte indukćı podle n při pevném r; v 1. indukčńım kroku je nutné uvažovat všechny
př́ıpady s n = r.

8. Dokažte, že libovolnou částku peněz věťśı než 4 Kč vyjádřenou v celých korunách lze sestavit
jen užit́ım dvoukorun a pětikorun.

9. Každá množina velikosti n má právě 2n r̊uzných podmnožin.

10. Každá množina M ⊂ N velikosti 2n+1 má podmnožinu takovou, že součet jej́ıch prvk̊u je dělitelný
2n.

11. Pokud má graf G n vrchol̊u a k hran (n ≥ 2) a každý vrchol má alespoň jednoho a nejvýše dva
sousedy, pak je počet vrchol̊u s právě jedńım sousedem roven 2(n − k).
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